A2.1.1

ai= (14 (-1)%(=1) 2 =2%1=2
a,=0 fur n=1,3,5,.. 2k-1, keN.
a,=—-2 fir n= 2,6,10.. 4k-2 keN.
a,=2 fiur n= 4,8,12.. 4k, keN.

(.) Zu zeigen anbeschrankt
Los: T~
//81.2.1(406) 8.)||a|—|b||STaipJS|a|+|b|//

n(n+1)

lanl =11+ (=1)"| | (=1) * |=]1+(-1)"] < 1+1=2

S1.2.1

(..)inf, sup (a).en?
(4 k(4 k+1))

Los: (ase1)xen=0, (au) en=2((-1)) * =2,
(4k=2)(4 k-1
(82 (2k-1) ) xeN=2 ((—1)) 2 =2 (-1) B =_72
= (a,).eN beschrankt = 3 inf & sup von (an)nen-
D13.1

(@n) neN= (@2k-1) xeNT (34x) xeNt (22 2x-1)) keN = 1InE (@) nen=—2=a;, sUp (a,) neNn=2=3a,.

b) Zeige die Konvergenz und berechne den Grenzwert der
Folge (x,) mit x,=(n-1)/(n+1)

Nullf
<. 1lim :1—1m _
LOs: 20 %= 141

Nallf
A2.1.2

Untersuche nachstehende Folgen (a,) ,., auf Konvergenz mit Hilfe der
Konvergenzdefinition:
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2

(.) an=—2

n*+3
Los:Wir zeigen lim a,=1. Sei &>0 baf.
n->oo
. .. 3
Dann gilt fir n=ng(e)=|—| +1
€] - _
2 2 R S
la-11=] — —”2+3|= 23 s%siq. 2t o n> |2 +1
n“+3 n°+3 n“+3 n n n €
1 i n’
..)ap=— V-
() n 4 2n+1
P n(n+l) n*  (n+1)(2n+1)-2n> 2n°+3n+1-2n° _
" 2n 2n+1 2(2n+1) 2(2n+1)
3n+l . Wir zeigen lim =3/4. Sei &>0 baf.
4n+2 n=>w
Definiere ngy(€) := % +l. Dann gilt V n>ng(g):

| 3n+1 _3/4|_| (3n+1)-3 zmm _|6n+2—6n-3| _
4n+2 4(2n+1) TS<_4(2n+1)
~A
1 < 1 l<s<:»n>l @n21+1
4(2n+1) ~ 2n+1 € €

A2.1.3

a) Es sei |z|<1l und (z,) !, definiert durch zn=z kz*.
k=0
Untersuche (z,) 7_, auf Konvergenz und bestimme ggf den Grenzwert.

n
73 Z z k3

n

=1 j=1 k=j j=1 k=j v=k—j j=1 v=0
k
‘ 1_Zn ]+1
Z] =
1-z
>0 -0
~ —
n—1 +1 n
" z

—
N
M-
i
H
M=
N
]
N
<
|
=
N
Il
N
—_
|
|
=
N
N
=1
4
8
N

-z 0 o1 1-z -z = 1-z 1-z 1-z 1-z (1—2z)?
1

= (3k—2)(3k+1)
.. 1 A B
Lds: Ansatz V keN GGk~ (3k2) +(3k+1) < 1=A(3k+1)+B(3k-2)V keN
1-k (32+3B) +A-2B V kN &  3A+3B=0,1-A-2B & A=3, B—-3
unabhdingig von k
1
(3k—2)(3k+1)
1 _1 11
(3k—-2)(3k+1) ~ 3 ( (3k—2)  (3k+1) )
1 & 1 1
Teleskopsumme. . .Sn=§ kz—:1 (m ey ) =
1 1 1 1 1 1 1 1 :l _ 1 — 1
3[(l 4)+(4 7)+' (Sn—5 3n—2)+(3n—2 .’j’n+1):| 3(1 3n+1),Hoc3
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n n n
3 o1 1 1 B
Los:(sn>neN:=kZ1 (~1) (5 )= 2 (m3)"= D (5 ) Hl=-1-

A2.1.4 Gegeben sei eine Folge (a,) -« , a,=0, lim a,=a.
n =1 n->ow

Beweise, dass dann lim \/a_n=\/a gilt.
n-=>o

Bew:Es gilt %i{cﬂ an=%;lg} la,l=a, d.h. V >0 3 ny(e) V nZno(s\) :la,—a|<e.

a—a
\
Wenn a,>0 V neN, dann ist auch a=o0. \/a -Ja= \/7+\/a \

Sei €>0 baf, dann gilt
V n>n, (s)_:=n0(82) : - - B
Fall 1: \/an +J/a<e = | \/an -Ja |<\/a ++a <e
Ja,+a W,

\
\
\
\

\
|a,*d|

Fall 2:4a, +Va=e = | a, - ¢a|¢ (_W |\/a+(|

_V_/
>0

|a,—d

<€
&

Andere Formulierung:

a= %}{B a—llmla I=]lal = a=0
Fall 1: a>0. Sei >0 baf, Wihle neN: |a.-a| < Jaxe
- —_——
liman:a £
n=>o
= |\/G | |a —al > |an—a| <¢ V n>n
—-n > >n,.
“~a T o wa = Va
Ja,z

Fall 2:a=0. Sei &>0 baf. Wahle n.eN: Ian—O|<£2 V n>n,.

&
= | a, -0 = a, <& = ¥ nzn,.
= V&0 3 neN: |\/a - J/a |<¢ V n=n, = lim \/a
Fall 1und 2 n=o

= Ja+va

A2.1.5 Seien P und Q Polynome, und sei Q(n)#0 V neN. Untersuche

die Konvergenz der Folge (xX,=P(n)/Q(n)) und berechne ggf ihren
Grenzwert.
m
Los:P( Z an®, a,#0, =Z b;nl, b,#0,
k=0 j=0
v i k
k—v an*
an k
P(n) =n_vk§6 ‘ _ ni=o 5 a,
om) n'w A | - = b
jZ:;‘) jn p=v zbknk u k—pu<0,pu>o u
k=0
u<>v—o? 227222222272°°22°7
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A2.1.6

a)Erganze: Eine Folge (x,) in K heiBt konvergent, wenn I x€K,
so dass V &>0...

Los: (x,) in K heiBt konvergent, wenn
d xe€K, so dass gilt V &>0 3 ne=no(e)e€N mit |z,-z|<e V n>n,.

b)Negiere die Aussage aus a)

Los: (x,) divergiert (d.h. nicht konvergent oder bestimmt divergent),
wenn V x€éK 3 ¢>0 V neR, 3 neN mit n>=N =|z,-z|<e.
(x,) divergiert (nicht konvergent)

+8*_T/_\_:\j"""" /ﬂ\""/\
B e L A

c)Bestimme zu &€>0 ein N€ER, so, dass V neN:n>N = | ¥n -1 |<e

//A1.8.1 b) (1002)Zeige mit Hilfe der AGM Ungleichung fiur n,p€N mit//

// n=2p,dass {l/np <l+2p/\/H . Anl: Setze xj:\/ﬁ fir 1<j<2p //
Lés:ziel |Yn-1ll<e o VYn-1<e & Vn<l+e.

nr—
yn>1

— W - 2
Bs gilt 1 <¥n=Vn' = 1+271 = o<in-1<=

S T T

A1.8.1 n

4 4
Es reicht (hinreichend) i<8 © n>— . Wahle N= |—2| +1.

Vn

n=1: Q/E=l+% V neN,n>N = |¥/E—l|<8

d)Bestimme zu KER, ein NeR, so dass V neN:n>N = Un'l >k
Los:Ziel >K © n!>kK* © n(n-1)...1>K*xK*...xK .
/n!

n mal
Es gilt n!_ n(n—1)...[n/2] >(%—1) nz

mehr als [n/2] Faktoren 57"

Es reicht (g—l) M2 SKr e

dann V¥ n>N n!>K" o Yn!>K

g—l) U2 5% o n>2K%+2. Wahle N=2K2+3,

A2.1.7 Es sei a,=(1+1/n)?+1 V neN. Zeige direkt mit D2.1.1, dass
die Folge (a,) .., konvergiert.
Bew:Beh a,—2 (n—wo)

Ve>0 3 neN:|a,-2|<e V n<n,. Sei £>0 baf, widhle n,=[3/¢]+1 =

ny>3/¢e V n=n,.
2 2
Ian2|_|(ﬂ+1) 4oy MF2AHIM 2 L1
n n n o

SN

1
2

n

vV

n

A2.1.8
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a)Beh:V peN gilt 0<x,=Vn’ -1 2 0

n->oo

//A1.8.1 b) (1002) Zeige mit Hilfe der AGM Ungleichung fir n,p€EN mit//

// n=>2p, daB W;E<l+2p/¢ﬁ. e
Bew:Nach Al.8.1 b) ist O<xg:2p/¢n,woraus die Beh folgt.

[ —
Nullf

b) SchlieBe aus a), daB lm ¥n=1 gilt

n->ow

Bew: p=1

A2.1.9 Beh:V x€eK mit |x|<1 und jedes peN ist (nfx") eine
Nullfolge.

mit y=(14+e/2)/ (1+e)<1l. (Aus 1/ |x|=1+¢, |x|"=1/(1+g)")
Daraus folgt die Beh.

A2.1.10
n

a) lim X—,:O V x€eR.
nsx N!

//A2.1.6 d) (1206) Bestimme zu KER, ein NER, so daB V nEN:n>N = i/n >K//

n n
1ss: X=X

X n
, , (l) <g" ® 0 falls |gl|<l. Es reicht
n! n! 3

Vn!

x N
%—L-Sqe(o,l) V n>n, © Wn!lel/q wie in A2.1.6 d,
n!

n->ow

wahle nfﬁ(-Li)2+3 mit g€ (0,1) beliebig V neN, n=n, =
q

x| <qg = Oslﬁlsq1+ 0 = Beh
n! n! 3

=

n-»oo

Andere Formulierung:

i R . I R |
X,=x"/n!. |x,|=|x|"/n!= 1 2 "o Sei m>|x| oder m>2|x|, so
ist %§-<1/2, also ist fir n=m

| % | < 1/2=C (1/2)™m*!
<1

[
C 20(n> o)

1im 3”—5np+1

=1/2
T 2%3" 40+ 2
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| x| <1 und jedes pEN ist (n°x") eine //

//A2.1.9 Beh:V x€EK mit
|x|<1 V peN, x*—0, |x|<1.//

//Nullfolge. x"n*—0 fir
Los: =lim 1=(1/3) 5?’“(1/3) =1/2, da (1/3)°n3-0, (1/3)"-0,
e 24(1/3)'n°+2(1/3)"
(1/3)"n°-0,

C)HP 7&@+ﬁy”=y,(0<x<y, a, >0)
//A2.1.8 a)Beh: V peN gilt 0<x,=\nP -1—0 (n—w)//
Los: Byn<a;x: Py < (a+p) y*  (x<y, X <y" = ax<pfy") =
>0
YB y< Vax"+py" <y Ya+B) . pa YB—>1 und ¥a+B -1 =
Beh mit Sandwichsatz

d) lim  +/n’+3n -n=3/2

n2+3n—n’ 3n 3
Los:= = = —3/2
Vn2+3n+n n +3n+n J1+3/n+1

(x,=1/ (a+nb)) eine Nullfolge,

A2.1.11 Zeige: V a€R und beR\{0} ist

auBer wenn -a/beN ist
(dann ist x, nicht fir alle neN definiert: a+nb=0 < nb=-a & n=-a/b)
Los: |1/ (a+nb) |=|x,1<e & |a+nb|>1/¢
1/e+|al
latnb|=]lal|-|nb]| | = Inb|-lal=nlb|-lal|>1l/¢ © n> ,
| | n;:oli |b|
1/e+|a
| ] +1
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