A2.2.1 (a&.)neN, am1F=Jan+~E, n,:=2 Zu zeigen: a, ? a und av?
n=>o
Los: Monotoniekriterium: Monoton & beschrankt
Beschrankt: Behauptung a,>1 V n. Bew durch Induktion
IA: a,=1, a,=2=>1
IH: n, a,=1 gelte fiir ein n

, — 1 1
IS: Zeige apmn=1. Apn= | q +- 21+E

\anzl

Monotonie: am¢st§+lz%1 VneN, n=2, Induktion

- _ = - _ 12
IA: n=2: a;dl<a, da \//\/2+1+%SV/2 +]1 & V’v/2+1 Sx/2+% o 42 +1§2+¥+%
=
1
0<1+ —
4

IH: ayn<a, gelte fir n=>2
IS:Zeigen ajp.<an:
el {an + 2 < o+ </a +L=a.,. = a..<a, V nen, n2
n n+1 n+1 o n +1 n n n+l n+l n 14
H B
Monotonieprinzip: a, 2 a, azl, es gilt a=+va o a?-a=0 < a(a-1)=0 =

—NnYw

a=1 & a#0
A2.2.2 a) Zeige, dass fur alle neN die Funktion f(x)=x" auf dem
Intervall [0,o] streng monoton wachst.
n—1
Los:Es gilt y°-x"=(y-x) Y, x" %%, und fiir 0<x<y ist die
k=0
rechtsstehende Summe positiv. Daher folgt die Beh.

b) Untersuche das Konvergenzverhalten (konvergent,
divergent oder bestimmt divergent) und bestimme ggf den

Grenzwert
c) x,=n"/n!
nxn%n...*n n n .
Los:= =1%* .* — *n. Sei N=KeR,, dann V neN, n=N
(n)(n—1)...x1 n—1 2
— -
>1 >1; n=3
= x,=n"/n!>n>N=K = bestimmt divergent lim x,=c0

n->o

d)x,=P(n)/Q(n), P,Q reelle Polynome mit y(P)> y(Q) und
Q(n)#0 V neN.

P &
>

k
an
=0
S
byn
=0

Lés:xn=m= (Y(P)< y(Q), x,—0; y(P)=y(Q)=m, X,—a./bu)
k
= _ R(n) . _aex"+,,. . _ sign—a,
P=0:0+R = P(n)/Q(n)=0:(n)+ oMn) * e P sign cw= "o

2>0(n>w)
+oofallsc,,>0
—oofallsc,,<0

M-1
] Ck
Q (n)=§- cn=n"( 2, ST +Cu) =
k=0

- -
k=0 20(n?>w)

e)x,=), d lql<l

k=0
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. 1
—— da |qgl<l (g" 2 0 d.h. konvergiert gegen it:5)

1
]'_q n->o

Los:ix,= 2
1_q n->ow

A2.2.3 neN,, keN, x,ER mit x§ >a>0.

. a © .
a)Zeige: xmf:i-((k—l)xﬁ~7:T), (X1) ,—p konvergiert.
Xn
n€N; (1+x)">1+nx, ,=" e x=0" n=0" n=1//

//81.5.6 (715) x€R, x=>-1,
Bew:xg>a>0,# x> Na, ngl>{(/ak_1 #
(.)x*>a V neNy, Bew durch Induktion nach n
N
\

@ 1 K/ a 1 K=k
<<1<—1)x0+F ) #> £ ((k=1) ¢a+kak_1 )= (k1) \/a+\/ )=
L -1y ¥a+¥a)=Y¥a = x*>a#, richtig

k
1 . .. . PJ l k k — 1 a k—
n+l:Fur ein neEN, gelte x, >a = Xn+1—(Xﬁ-E = —Xn)) =

n=0: x1=-E

n
1
(2, (1++ (L -1))e=xk 1+ L@ g))x > x* 1+ L -1)=a
k Xk n k Xk - n Xk
n n $1.5.6 n
>—1#0
(..) (%2) ,_, monoton fallend
Bew:x,n= + ((k-1) x4 - )=x, + (k-1+ L ) <x, * (k-1+1)=x,.
k Xﬁ_l k Xﬁ k
—
<1
Aus (.) und (..) folgt (x.) zm konvergiert. Obere Schranke >0 da x,\
#x K >a>0
b)Zeige mit Hilfe der Folge (x,) iw aus Teil a), dass zu jedem a>0 genau
ein b>0 mit b*=a existiert.
1
Bew:Es gelte x=lmx.: = x=lm 2 ((k-1)x.+ T = L ((k-Lyxt o)
" "~ n GWrege In X
a
kx=(k-1)x+ — = x= = xF=a
k1 (k-1
Eindeutigkeit:

x>0 mit x *=a: wenn x<Xx = x*<x* = a<x* Widerspruch

Es seil
wenn X >x = Xx "*<x*¥ = x *<a Widerspruch =

Es sei (as) ,., eine Folge und

A2.2.4 (Umordnung einer Folge).
¢@: N> N eine bijektive Funktion.
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Beweise: (a,) iﬂ, konvergiert genau dann, wenn (agwm) iﬂ konvergiert.

n->ow n->w
Bew: (.)a, @ a: V e>0 3 no(e) V n=ng(e):las—al<e. Z.z.:aem > a.

Sei €,>0 baf. Definie;e/ﬁﬂs)=max{mﬂ(k)|1Sk$n0@)}+l.
Dann gilt V n>n;:@4f) >n,, (denn sonst ware @ (n)=k fir ein
k zwischen 1 und ny (&) = a,m-al<e

#Beispiel:
12 345 ... no(€) ... n; (¢) n>n;...
\f\\::fj:><::::; —————— «Nicht moglich, da alle Platze
1 2-F3~57 .77 no (e) 1... no(e) besetzt
n->o n->o
(..)Es gelte ayn =2 a. Setze by=agm = af:bWWn) - a nach (.)

A2.2.5 Zeige:Ist (z,) eine beliebige Folge in K, so sind (z,,) und
(Zon+1) Teilfolgen

A2.2.6 Zeige:Ist (x,) eine beliebige Folge in K, so ist (y.)
X,_,fiir ngerade

mit y,= y
X, flir nungerade

eine Umordnung von (x,).

A2.2.7 Sei ¢:N—> N beliebig. Finde eine genaue Bedingung, unter welcher
der SchluB lim x,=x = lim X4, =x fur alle Folgen in K richtig ist

n-=>w n-=>o

(Hinweis: Analysiere den Beweis S$52.2.1, um diese
Bedingung zu finden).
//82.2.1 (1301) Vor:z, konvergent mit z,—z(n—w)//
//Beh:Jede Teilfolge (z, ) von (z,), Umordnung und triviale Abdnderung//
// ist konvergent mit z , —z(n—w®)//
A2.2.8
- n—8n+1

a)x:=(-1) n+16

//82.2.2(1301) Vor:Sei (a,) R monoton und beschriankt. Beh:3 lim a,//

1(2k)2 (2k)2_16k+1 1. X 2 =-1.
(2kP+16 45 ke
3 2 konvergente Teilfolgen mit unterschiedlichen Grenzwerten. Nach
S2.2.2 x, nicht konvergent.
X, , konv = beschrdnkt

LOs X =

. X, beschrankt, nicht bestimmt divergent
X,,_, konv= beschrdnkt

A2.2.9 Von der Folge (x,) in K sei bekannt, dass die Teilfolgen
(X2n) » (X2n-1) und (x3,) konvergieren. Konvergiert dann (x,) selbst
(Beweis oder Gegenbeispiel)?

LOs:x,2?, (X2) 20, (Xon1) 2B, (Xan) DY,

Xen 1st Teilfolge von x,,, also X¢—d,

Xen 1st Teilfolge von xs3,, also Xeg—Y,
Eindeutigkeit der Grenzwerte = o=y

Xen3 18t Teilfolge von X,,.1, also Xg,-3—f,
Xen-3 1st Teilfolge von X3, also Xe-3—Y,
Eindeutigkeit der Grenzwerte = p=y, oa=p=y

Mit 2n und 2n-1 ganz N. x,—a=p=y, d.h. x, konvergent.

A2.2.10 Die Folgen (a,) und (b,) seien gegeben durch
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2a b
Lt bo=1/2 (ay+b,) . Zeige, dass die Folgen

0<a:<by, an=——"7,
a+b,
(an) und (b,) gegen denselben Grenzwert streben und bestimme diesen.
Hinweise: Man zeige, dass (a,) eine wachsende, (b,) eine fallende
Folge und a,b, konstant ist.

um zu zeigen,daB

A2.3.11
(1/3),
SchlieBe daraus

Sei x,=2 1/3, neN. Benutze die Monotonie von
j=1
Xom—X,>Nn/ (2n)>=1/2 ist. Zeige daB (x,) keine Cauchyfolge ist.

lim x,=00.
n=>o0
Los:x, streng monoton wachsend S2.1.2 Bsp 3.

2n
. 1 . .
X oy —Xp= 2: 1/]2n—7{:1/2. Keine Cauchyfolge = nicht konvergent

- j=n+1

m
= bestimmt divergent

A2.2.11 Zeige
ist bestimmt divergent gegen o

a)Die Folge (x,=n)
L ist bestimmt divergent gegen +o

b)Folge S,:= 2: =

-k
1

Los: Sei m=2n+1>n+1 V neN, O<£S§ =

m

1 1 ) . . ..

Sp—S,= 25 ﬂ-zamf>§-2£... Cauchykriterium nicht erfullt.

k=n+1

m

1 _
Z E =400

S, ™ also nicht beschrankt =
k=n+1

A2.2.12 Finde ein Beispiel einer Folge, welche divergent aber nicht
bestimmt divergent ist.

A2.2.13 Es sei 0=<g<1l und (an)fg) eine Folge mit der Eigenschaft

V n=n,eN.

lann—anl =glan—an-|
eine Cauchy Folge ist.

a)Zeige, dass (an) ,_
// 82.2.5 (1307) V &0 F n;(¢)EN:|z,—z,|<e V n,m=>n,;(g) <//
Re(z,) und Im(z,) sind Cauchyfolgen.//

/7
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Los: Motiviert durch |a.m-a.|<gla,—a.:|l<g’lasi-ansl...<qg"la;-aol

vermutet man: (*) |a,n—-a.| <g”la:—asl V neN,
Z.z. ¥Ve>0 3 neN: |a,—a,l<e V n,m=<n,,
lani—an| <qgq |an—an_1| ...<g"la;—as| VY neN;, Induktion:

[ —
Sqmrﬁliaan'

n=0: lai—aol <la:i~aol=q’lai-ao|
#n=1: laz—a:1l <glai—aol=q'lai-ac|
n n+l,n20:|am-aml<qla,,,—a,| <ag’la-a,l=g""a;-aol
[ S ——
=q"la;—qy|
n—1
.. -1 -1
Fiur n=m: |a,~a.|=| Z (av+1—av) ) ISHZ- lavii—av| SHZ' q'lai—agl=
_ v=m ” v=m
Teleskop : a,—a,
n—m—1
i v
gq"lai—aol ¢ Z qQ = . lai—aol
v=0 !
o 1-gqg
n—m
1l-g 1
1-.q ~1—¢q

1.Fall:a;=ag: |an:—anl=0,a,=a, V neN = (a,) 2, Cauchy Folge

(Zu &0 wahle n¢eN bel, dann |a,-a,|=0<e V n=>n,

2.Fall:a;#a, Sei €¢>0 beliebig, fest, J" 2 0 (Wg |gl<1)

m-=> o

1—q -

= 3 neeN: |g"|<

|a,—a,|

1 .
= |a,~an| <lai-aol q" 1—<8 V n,m>n, mit n=m =

— —
"

g

la,—a,| <q"a, - a, ¢ <¢ ¥ n=m>n, = (a,) ist Cauchy Folge =

| —
la,—a, 11-q|
(an) konvergiert
m

Sei a:=lim a, = Fehlerabschatzung: |a-a,|= lq |a;—agl
n->w J—
qm
denn |a-ap|=]lim a,-a,|=1lm |a,—a,|=< |a;—agl
n-=>o n->w

b) Genugt es, zu fordern, dass |a,:—a,|<l|a,-a.:|V neN

e =e V m>n, (beachte |a;—a,|#0)

V meN,,

Los: Es geniigt nicht |a,n-a.|<la,—a,.| V neN zu fordern, denn z.B.

d 1
an:=v:21 1/v = An=an= —— VY neN,, also

1
Iaml—anl:n—<1/n=|an—an_1| V neN, aber (a,) » divergiert, d.h.

+1 n=1

n
(an) 1st keine Cauchy Folge, (Harmonische Reihe und Z 1/v =)

v=1
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Xn+1

A2.2.14 Es sei g>0 und x,>0 V neNy; mit Ilim =
n=w X
n
a)Zeige, dab flir g<l die Folge (X,) ., konvergiert und bestimme den
Grenzwert
l1.Bew:Z.z lim x,=0 €0
Sei €>0 fest mit q :=gtg<1l 0 q q 1
<2
1—q 1-q 1+q
z.B. ¢g=—— d.h. g+t —=—"<1 U
( 0 2 q 2 2 ) €
X X
lim UL 3 n.eN: | "—H—q |<e, V n=>n,
n>w X X
n n
X X ~
d.h. —go< n+l —q<8o = l’l—+1<q ‘I‘SO:q v n=n, =
Xn Xn
X,1<q X, ¥V n=n, = 0=x,< qninox = lm x, 2 0... 0<g<1l
N . " s2.1.33) n7*® n_;oo
0<g<1 ~
:an nnX" j/O/
_;6///011/-)00
///‘Bév/v Induktion ab no, ¢ g ° x, V nxng
- ~ 0
-0(n»>w)
a,—a,b,—b, (n—o) und a€R//

//82.1.3 (1255)(a,), (b,), (c,) Folgen aus R:
// 3.)a,=c,<b, filir fast alle n€N und a=b = c,—a (n—®») a, —a, b,—b=a//

ist streng monoton fallend und

2.Bew:x,u<q X, < %, V n2ne = (%) ,_,
[ 0
g<1
= ok t (1—q)
= (Xn) n=n, Konvergent. q
(Xy) = n,nachuntenbeschr ,x,, >0 20
Sei a:=lm x, > a=lim x,; Teilfolge konvergiert gegen
n->o n->o
. X . X . i _ _
Grenzwert = a=lim Zrn+l x =lim Zn+l lim x,=gqa = (1—q) a=0 = a=0
n->w n->w n->w [ =
X Xn -0 g#1l

n
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b) Zeige, dass lim x,=,

n->w

falls g>1

//D2.2.5 (1309) (a,) i, €CR konvergiert uneigentlich gegen o (bzw -wo):< //

J// V KER J ni€N mit a, (ZS) K V n>n., und man schreibt://
/7 Limoa=c0(-w0) bzw a,—w(-0) (n—w)//
//Bem: 3.)Sei (a,)€R und a,#0 V n>n,. Dann gilt: a,—0 <
. - Xn+1 1
1.Bew:Sei x,=1/x,, nEN, q:=1/q <1 = lm — =
i " x, lim n+l
D X,
Xn n-> oo
Xn+1
o 1 .
lim x, =0 > — 2 ©, d.h. lim x, =0
e D2.2.5 Bem3 |Xn| n>w e
—_——

Beh:4F lim

n->w

//D2.2.5 (1309) (a,) ., €R konvergiert uneigentlich gegen oo

//82.2.2 (1301) Vor: (a,) cR monoton N beschrdnkt

1
E —00 (n—w0) //

=1/g=q <1 =

a)

an//
(bzw -o0) 1< //

// VKER J ny€N mit a, - K V n=nx, und man schreibt://
// lim a,=o0 (-) bzw a,—w(-w) (n—w)//
n->ow
//Bem:2.)Eine monotone Folge ist entweder konvergent oder uneigentlich//
// konvergent//
. . - -1
2.Bew:Wéhle €,>0 mit q :=g-¢>1 (z.B. 80=q— ) .
v 2
+1 X1 Xn+1
lim ——=g = d neEN:| —~—q I<g; V n=n, = -g< -g<ey =
nre Xy Xn \\ n
N
X A P
= >g-ee ¥ n2ne = xan > (g-e) %%, Vonzne = (x) L,
n 1
Ann (x,) 1st nach oben beschrankt = (x,) konvergiert.
$2.2.2
Sei a:=Ilim x, > a=ga = a=0 Widerspruch, da x,=x, >0 V n=n, =
n->o vgla) qil 0
(x,) 1st unbeschrankt = Xn _—Z oo nach Bem 2 D2.2.5

—

(x,,) monot wachsend n-w

c)Belege jeweils durch ein Bsp, dass fir g=1 die Folge
konvergieren bzw. divergieren kann

(Xn) :J:l

Xn+1 . .
—— =lm 1/1=1=q und lim x, =1 d.h.

(.)Sei x,:=1, neEN = Ilim
n-o Xn n-o ndo
=1
d.h. x, konvergiert
X
(..)Sei x,:=n, neN = lim 1 im (1+1/n)=14+0=1 und x, divergiert,
n=w X n=w

n

da x, nicht beschrankt.
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a’—c —1)af+c
A2.2.15 c>0, peN, p=>2, a>0, L =(p Ja,

a§:>c, An+1 s =aAn— o o
pa, pa,

Zeige, dass aﬂ\x%g (n—o0) .

Hinweis: Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung erkennt man,

dass
a? >c ist.

Bem:Wegen a,>0 und a,.= sieht man induktiv: a,>0 V neN,,

insbesondere a,#0.

Bew:Wir zeigen

(.)agz%@' vV neN,, d.h. (a,) ist nach unten durch RE; beschrankt.
(..)a, \d.h. a,n.<a, V neN,

(...) (an) konv lim af=%z

n-=>o

Zu(.) Induktion nach n

n=0:af > c

a.> Rle

=
(Re)p
. c—al
nkPn+l: | =(a,-3, - C)P= (1+ )P >
a‘n+1 p-1 an pap e
pa, n Bernoulli Ungl sieheauch **
=X
c—aP
n
af (1+px)=d} (14p ——")=af +c-af =c = an.= Rl
Gn p Bem unten
_agP
C an C > .. .
* x= =——-1/p>-1/p = -1/2>-1..Vor fiur Bernoulli ok
ap  @p p>2
N
>0
al—c
Zu (..)ap=an— = < a, V neN,
pa;
|
ZOnach(.)af:Zc,pZZ,anN)
Zu(...)a,\yund nach unten beschrankt = a, konvergiert
§2.2.1
Sei a:=lm a, = aZQE:>O, insbesondere a#0 >
" a ="c §2.2.2
lim a )’ - ¢
. . a,—c . %ﬂw o
a=lim a,,=lim (a,- ———) = lim a,-~——————=
n->w n->o — n->w
pa, $2.1.2,a#0 pl%%qbﬁﬂ

a’—c a’—c
=

pa™! pa”™!

//82.2.2 (1301) Vor: (a,) €R monoton N beschrdnkt

=0 = a’=c = a=Rlc

Beh:d lim a,//

Bem:Wendet man eine andere Version der Bernoulli-Ungl
((1+x)*>14nx V neN, n>2,x>-1)

an, so ergibt sich sogar:
a>R%c ¥V n. und an |

A2.2.16 Sei x;=vx fur ein x€R,. Zeige Fir x>1 ist die Folge (x,) streng
monoton fallend und es gilt immer x,>1, flir x<1 ist sie streng monoton
wachsend und erfillt x,<1 und fir x=1 ist die Folge konstant. Insbesondere
ist die Folge in jedem Fall monoton und beschrankt, also konvergent.
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A2.2.17 Sei x;=V; fiir ein x€R,. Benutze aus A2.1.8 b) (1207) lim Un =1

n->ow

und um zu zeigen , dass immer lim x,=1 ist.

n->w

A2.2.18 Beweise folgendes Intervallschachtelungsprinzip: Seien
an, b,€R mit a,<b, so, daB (a,) monoton wachst, (b,) monoton
fallt und (b,-a,) eine Nullfolge ist. Dann gibt es genau
eine Zahl a€R mit a=N7_, [a., bal.

LOs: [ [1.....] an, b, beschrankt

a;<..<a,<b,<..<b; Grenzwert N der Intervalle

A2.2.19 Es sei oa>0, alr:Ja, ehﬂzzJa+an, neN. Zeige, dass
(a,) wy konvergiert und bestimme den Grenzwert.
Hinweis: Zeige induktiv, dass (a,) ,., Sstreng monoton wachst und
durch 1+¢E’ nach oben beschrankt ist.

Lés:Beh(.)(aﬂ)T streng monoton wachsend, d.h. a,.>a, V neN
(..)a.,<l+vJa V neN = a,>0 V neN

(...)a, konvergiert und lim a,=1/2+Ja+1/4 =

n-=>o

1+V4a+1
2

Bew zu(.)Induktion nach n
n=1:af:¢a7<Ja+vaﬁ=Ja+al=a2
n Pn+l:a,,= |a+ a > =ant+1
A L
Bew zu(..)Induktion nach n
n=l:a;=Ja <l+.Ja
n nt+l:a,a=.a+a,

< \/a+1+\/a < \/a+1+2\/a =1+a

- —
IH:an<1+\s‘°a (\/Eﬂ)z
Bem: Man hatte sogar aﬂ<1+Ja' V n zeigen kénnen
$2.2.2
Bew zu(...) Da (.)a, ~und (..)nach oben beschrankt 5 konvergiert
52.2.3
Set armim & T atin AT vl = Jlina+a)
A2.1.4 V72
= = a’=ota = a’—a+(1/2)? =a+(1/2)? =
o + a S ——
(a—1/2)

la=1/2|=vVa+1/4 = a=1/2+Ja+1/4 oder %—\/(x+% =

N , a2a1=\/E>0
1 1

<——yl==
27370

-
Widerspruch zu a>0

a=1/2+Va+1/4 =

1+v4a+1
2

1308

(an)



A2.2.20 Berechne mit dem Taschenrechner jeweils a,, b, beim AGM
Verfahren fir die Startwerte a=1l, b=3 bzw a=2, b=10

- a+b
Los:Startwerte ag=a, by=b mit 0<a#b, a .= \/anbn , bna= n2 L
neN,.
(.)a=1l, b=3:
ni|of1l 2 3 4
an|1l[+/3=1,732050808 1,8612097/18 1,863616006[ 1,8636167/84
b.[3] 2 1,866025404 | 1,863617561 | 1,863616784
(..)a=2, b=10
n|0 |1 2 3 4
a2 J20 =4,47213595% 5,180040129 5,20797871(0 5,208016382
b, 10 6 5,236067978] 5,208054054(5,208016382

A2.2.21 Zeige flir ein beliebiges c€R, ist

1< (1+ ni )P '{/(1+%)"2 <ifexp(c) . Folgere, dass lim (1+% yr=1.
n ]

n->ow

//81.5.6 (715) x€R, x=-1, né€N, (lﬁ’x)“21+nx, = & x=0 oder n=0 oder n=1//
//S2.1.3 (1255) (a,), (4,), (c.) Folgén aus R: a,~a,b,—~b, (n—wx)//
// 3.)a,<c,<b, fiur ,,,fast alle nélﬂ] und a=b = c, 2 a a, 2 a, b, > b=a//

n-»oo n-»oo n->o

] . c
Los:c=0, < >0 = ],/+£>1 = (1+E J"=1 >0, 1nsbesondere (1+H ) >0
n s n n —
/ m
— c fc \2
a>0 = (x=r\7q,’7 = (1+— )“='\1/(1+','%)“ ,
n in
c /. . c
X-=(1+—/)" Teilfolge von 'p<n=(1+ﬁ ).
| o
# >-1 = c>-(n+l1)?= —c<(n+l)? richtig V neN.
(n+1)? =
2n 2n
1+ c - n+1 1+ C n2n+ n-c nzn n c
; Xie1  (n+1) - (n+1) (n+1) _ (n+1) 1. S o
- = 2 - 2 = 2 T n+1
Xn (1+%)” S1.5.6 M (n*+c)” n n+1
n n2n
X, :T; fir ¢#0 und n>-c (d.h. V neN, da ceR, = -c <0),
$2.3.1 _

fir c=0, x,=1 konstant, daher x,<lim x,=exp(c).

n->o

Svon V= ’\’/(1+%)”2$?/exp(c) > 1 = lim (14 € ynoq
n oo s2.13 "% n
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A2.2.22 Vor: (a,) .., , a,nicht negativ: z a, konvergent

n=0
Aussage: (a.) ,_ ,\ = lim n*a,=0

n-=>w

//82.2.5(1307)Konvergenzkriterium von Cauchy

// (ist notwendig und hinreichend).

//Eine komplexe Folge (z,) cC ist genau dann konvergent, wenn sie das
//Cauchy Kriterium erfullt:

J//V e0 3 n,(e) eN: | zy—znl < V n,m=>n,(g) <

//Re (z,) und Im(z,) sind Cauchyfolgen.

—

Los: V €0 3 ny(e): n*la,—0l<e V n=n,. ¢ baf: Z ay<o =
v=1 $2.3.5

3 n,eN: Z av<§ V n>n;.

v:n0+1
£ ) 1 ¢
> ay<o = lim a,=0 = 3 n,eEN:|a,-0|<—= V n>n;.
o nw n12
Wahle ng:=max{n,,n,} =
n n
In*a,-0]=(n-n;) a,tnia,= ( Z a, )+n;a,<( Z a, )+n;a, <e VY nxn,.
v=n +l =~ v=ny+1 —_—
=a, N <

A2.2.23 Vor: x,,x€R, (x,) 2, konvergent,
lim x,=x, (Vi) o2, : /§n= Xo(n) r @ N— N beliebig
n=>w /

Eigenschaft von ¢ damit (y,) .y konvergent? Andernfalls

n=

eine Abb @ damit (y.) .- dive/rgent?

a) @ surjektiv /
/

Los: Sei (x,) >,=1,0,0,... //? 0 konvergent,
n-=»oco

1 /
Bsp: @(n)= En,fall§/n gerade

, surjektiv, da V meN 2m Urbild ist =
1, fal/&s n ungerade

(Vo) ey =x1,x1,x}4x2,xl,xg,xl,x“ e..=1,1,1,0,1,0,1,0,... ist divergent
b) @ injektiv /
Lés: lim (x,) =2, =x,5 ¥V ¢>0 3 n>n,: x,€U (x) .
n=>o0 /
N={n|@(n)<n,} = N=¢*(1,.. nyg) endlich = I my: @(n)=n, V n>m; =
¢ injektiv
Vo= Xo(n) €U:(x) V n>m, = y, konvergent gegen x, }}_)IE Yn=X.

c) @ konstant
Los: @(n)=m = y,=x, konstant = y,=konvergent, Ilim y,=x,!!!

d) ¢ *
Los: @ N injektiv = (y.) .-, konvergent
b)

A2.2.24 an:=l—\/1—an; Beweise an=%

Bew: Wohldefiniertheit

0<a,<1, denn 0<a;==—<1,0<a,<1 = J1-0

1
- 2 -

0=1-y1-0 <1- v/l—an =a,.;<1-{1-1=1 =a, wohldefiniert und beschrankt
a, monoton fallend, denn a,=ap;:
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-

((_1)n+1_2)n

a) as=beschrankt?

Lésung: (an) el’lthalt Tellfolgel’l (aZk_l) keNy (azk) kKEN -

A2.2.25 a,=
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