
A3.5.1 Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihen

a)
n




0

n!zn

//S3.5.4 Vor:Sei(an) n



0 C, an0  nn0 (fast alle),  limn 

a

a
n

n1

 //

//       Beh:In S3.5.2 gilt R=lim
n 

a

a
n

n1

//

//S2.3.18(1408) 11.)(1412)Für n2, nN gilt immer e
n
e

n








 <n!<ne

n
e

n








 //

Lös:an=n!  
a

a
n

n1

=
n

n
!

( )! 1
=

1
1n 





n

0 
4.5.3S

  R=lim
n 

a

a
n

n1

=0 konvergent für z=0 

    (oder mit Cauchy Hadamar  R=
1

lim
n

n
n a

 

=1/=0, Da nach S2.3.18 11.) 

     gilt #1 



n

n e <
n
e

n!n < n ne 



n

1#  
n
e

n!n 



n

1, also n!n 



n



b)
n




1
n

n

n

log
zn 

//S2.3.8 (1402)xR   x0   n>-x   xn=(1+x/n)n  nN: (xn)  //

//S2.3.21(1459)Wichtige Grenzwerte 3.) lim
n  n

nlog
=0, >0//

Lös:an=n
n

n

log
  an

n =
n

n

n

log
2 =exp(log

n
n

n

log
2 )=exp(

2n

nlog
log n)= 

               exp((
log n

n
)2) 




n

exp(02) 



n

1. 

    Da 
log n

n 
 .)321.3.2S

n 

 0 und exp ist monoton (S2.3.8)   R=
1

lim
n

n
n a

 

=1/1=1

2000



c)
n




0

3nz4n #= 
0

03
a


0

00*4

z

kz 

+ 
1

0
a
*zk=1+ 

2

0
a
*zk=2+ 

3

0
a
*zk=3+ 

4

13
a
zk=4*1+...#

//S3.5.2(2001) 



0k ak(z-z0)k







RzzmitCzdivergiert

RzzmitCzabsoluttkonvergier

||

||

0

0

, R=1/
lim
n 

n
na //

Lös:=
k




0

akzk mit ak=
3 4

0
0

k falls n k mit k N

sonst

 



. 

   1.Möglichkeit mit Cauchy Hadamard: 
    a4k4k =(3k)1/4k=31/4 und  a4k+14k+1 = a4k+24k+2 = a4k+34k+3 =0  

   ann  hat genau die Häufungswerte 31/4 und 0  lim
n 

ann =31/4  

   R=
1

lim
n

n
n a

 

=
1
31 4/

=3-1/4 Cauchy Hadamard S3.5.2

   2.Möglichkeit geom. Reihe

   
n




0

3nz4n =
n




0

(3z4)n                                  3-1/4

   konvergiert absolut |3z4|<1  |z|<3-1/4

   und div  |z|>3-1/4 
2.5.3S

  
n




0

3nz4n hat R=3-1/4  abs konv

   3.Möglichkeit:mit Substitution  w=z4.Die Potenzreihe 
n




0

3nwn 

   hat nach Cauchy Hadamard KR=1/3, d.h. 
n




0

3nwn  konvergiert 

   absolut für |w|<1/3 und divergiert  für |w|>1/3  
n




0

3nz
n

z n

4

4( )
 

     konvergiert absolut für |z4|<1/3 d.h. |z|<3-1/4 und div für 

   |z4|>1/3 d.h. |z|>3-1/4 


2.5.3S


 
n




0
3nz4n hat KR 3-1/4

2001



d)
n




0

e en n 

2
zn 

//S2.1.3 (1254)(an),(bn),(cn) Folgen aus R: ana,bnb,(n) und R//

//3.)ancnbn für fast alle nN und a=b  cn 



n

a, an 



n

a, bn 



n

b=a//

//S3.2.2 (1700)Vor:(zn) n



0 , bn0, nN0.//

//2.)|zn|bn,  nn0 und 
n




0

bn konvergent  
n




0

|zn| konvergent//

 Lös:an=
e en n 

2
(=cosh(n))

    1.Möglk: 

e
n

e
n

2

1
  ( )

= en

n

2
 an

n 
nn eenda  


,0

 en

n
 en

2
=e  .)33.1.2S


 ann 

 n
e 

               R=
1

lim
n

n
n a

 

=1/e

    2. Möglk:
n




0

en

2
zn  ann =

n 2

e
=e       R=1/e? und

             
n




0

e n

2
zn  ann =

n

1

2

e





n

1/e  R=e  ? 

              hat 
n




0 2

ee nn  zn…R1/e ?, n

nn

2
ee 

 n

n

2
e  

            obige 2 Reihen abs konv für |z|<1/e 

            
n




0

e en n 

2
zn=

n




0

anzn  konvergiert absolut für |z|<1/e. 

            Annahme: R>1/e   z
~

C: 1/e<|z
~ |<e so, dass 

                             
n




0

anz
~ n absolut konvergiert 

            
n




0


2

2
n

n
e

a

ne





z
~ n abs konvergent, da  

n




0


22

2
nnn eee

ne







z
~ n  konvergiert, 

            Widerspruch, weil |z
~ |>1/e...  

n




0



en

a
e

n

n

2

2



z
~ n  R=1/e hat

          Genauer:Annahme  z*C, |z*|>1/e und 
n




0

e en n 

2
(z*)n konv abs

            
2.2.3S

  


0n

anz
~ n konvergiert absolut  |z

~ ||z*|, insbesondere 

             z
~

 C:1/e<|z
~ |<e: 

n




0

e en n 

2 z
~ n konv abs

2002



e)
n




0
an2 zn für aC(fest)

 //S3.5.4(2004) Vor:Sei(an) n



0 C, an0  nn0 (fast alle),  limn 

a

a
n

n1

 //

//             Beh:In S3.5.2 gilt R=lim
n 

a

a
n

n1

//

Lös:an=an2 mit aC fest. an
n =|a|n 

 n

0 1

1 1

1

,

,

,

falls a

falls a

falls a





 









 

     R=
1

lim
n

n
n a

 

=
 

 











,

/ ,

,

falls a

falls a

falls a

1

1 1 1 1

0 1

 oder mit S3.5.4

    1.Fall:a=0, R=, klar, da an=0  n

    2.Fall:a0: 
a

a
n

n1

=
a

a

n

n

2

21( )
=|a|-2n-1 

 n

 













,

,

,

falls a

falls a

falls a

1

1 1

0 1

 
4.5.3S

  

           R=
 

 











,

/ ,

,

falls a

falls a

falls a

1

1 1 1 1

0 1

f)
n




0

(-1)n 1 2/

n








 2-nzn

Lös:an=(-1)n 1 2/

n








 2-n. 

a

a
n

n1

=
 

 
n

n

n
n

1 2

1
1 2 1

2

2

/

/





 

*

n

n





1
1
2

1
2 1

=2
n

n





1
1
2





n

2 

   
4.5.3S

  R=2    

    *  n
 =

  ( )...( )
!

  1 1n
n

=
   



( )...( )( )
( )!

   







1 1
1

1n n
n

n
n
=  n1


n

n




1


g)
n




1

( )
( )!

2 1

2 2

2 1

2

n
n

n

n

 

zn.

Lös:an=
)!2(2

)12(
2

12

n

n
n

n
  

a

a
n

n1

=
( ) ( )!

( )!( )
2 1 2 2 2

2 2 2 1

2 1 2 2

2 2 1

n n
n n

n n

n n

  



 


= 

    2 1
2 1

2n
n

n












 22

2 2
2 1

1

n
n






 
=4

( )

( )

1
1
2

1
1
2

2

2

1
2





 




n

n

e
e

e

n

n

  
4e-2 





n

S 4.5.3

 R=4e-2 

        (Formeln (1) 1/R=lim
n 

n
na  (2) R=

n
lim

1n

n

a

a



, an0, nm)

2003



h)
n 




0

log(n+1)xn

Lös:(2)
log( )

log(
( / )

)
n

n
n n





1
1 1
 =

log( )
log( ) log( / )

n
n n

beschränkt

 1 1  
=

1

1
1 1


log( / )

log( )
n

n





n

1

b)
n 




0

(1+3(-1)n)-nxn.    Lös:(1) 1

i)
n 




0

(1+½+…+1/n)xn.    Lös:(2) 1    

j) 
n 




0

x n

n n

2

34 1( ( )) 

Lös:
n 




0

x
a

n

n

2

=
n 




0

y
a

n

n

0. 1/R=lim
n 

ann , Rx= Ry

    3 3= 3³...


0n n

n2

a
x

=


0n n

n

a
y

0 ...

(1) 1/R=lim
n 

n
na , Rx= yR    

k)
n




0

(37n+522n+6)zn

l)
n




0

 n
 1 2/ nz2n.

m)


1k

kxk-1. 

Lösung: 


0k


ka

k 1(  xk, |ak|=k+1, k k 1 



k

1  R=
k

k
k

a ||lim

1



=1/1=1

n)


0k !

2

k

k

xk. 

Lösung: k

k

k!

2 =
k k!

2





k

0  
k

lim k
ka || =0  R=+, d.h konvergent auf R.

o)


0k

akxk, a2-1=0, a2=2l für N.

Lösung: k
ka || =











Nllk

Nllkl l

,12,0

,2,22 , l l2 2 = 2  
k

lim k
ka || 

022



l  l

lim l l2 2 =
l

lim 2= 2 

        R=
2

1

2004



p)


1k
k xk.

//S2.1.3(1255)

// Vor:Seien (an),(bn),(cn) Folgen aus R mit an 



n

a, bn 



n

b, R

//Beh: 3.)ancnbn für fast alle nN und a=b  cn 



n

a, an 



n

a, bn 



n

b=a//

Lösung: ak= k , 1 k
ka || , 1 k

ka || = k

monoton

k  k k 



k

1 
3.1.2S

 k
ka || 




k

1  R=
 k

k
k

a ||lim

1



=1

o)


1k

(-1)k

)!2(

2

k

x k

Lösung: 


1k

(-1)k

)!2(

2

k

x k

=


1k

akxk, ak=













Nllk

Nllk
l

l

,12,0

,2,
)!2(

)1(
 

   
k

lim k
ka || =

l
lim l

l

l
2

)!2(

)1( =
l

lim l

l
2

)!2(

1 =0, da n n! 



n

  R=
k

k
k

a ||lim

1



=+

A3.5.2 Es sei eine Potenzreihe 
k 




0

ak(z-z0)k gegeben mit ak0  kk0

   Beweise: Falls die Folge 

















0kk1k

k

a

a
bestimmt divergiert, so ist 

   der Konvergenzradius der Reihe gleich .

Bew:
1k

k

a

a







k

:  kR+  NR+  k>N  
1k

k

a

a



>k also |ak+1|<1/k|ak|  

   |ak|<(1/k) 0kk  |a
0k |(1/k)k c (c=|a

0k |k 0k ), akk 1/k k c , 

   lim
n 

akk 1/k  kR+   
k

lim akk =0  R=

2005


