
A4.2.1 
k 




0

x2(1-x2)k=














0,0

}0{]1,1[,1)1(
0

22

xfalls

xfallsxx
k

k

Lösung: |1-x2|<1  -1<1- x2<1  -2<-x2<0  0<|x|< 2 

        Für x[-1,1]\{0} gilt 
k 




0

x2(1-x2)k=
)1(1 2

2

x

x


=1 

#      Sprungstelle in x=0, Sprunghöhe 1.

A4.2.2

a) 
1x

lim
 1x

1x
m

n



  

 

//S1.7.2(903)  Vor.Seien a,bC, nN0  2.) an+1-bn+1=(a-b)
k

n




0

akbn-k 

Lös:.. 
2.7.1S

  
1x

lim

















1m

0k

k

1n

0k

k

x)1x(

x)1x(
=












1m

0k

k

1n

0k

k

x

x
=n/m

b) 
1x

lim
 1

1





x

x r , rQ (fest)

Lös: Sei r=
q

p
, pZ, qN

       q=1, d.h. r=pZ

       r0: 
1

1





x

x r 
2.7.1S

 


0

x 
1


x




0

1=r 

       r<0: Sei (xn) beliebige Folge aus R\{1}: xn 



n

1. ObdA xn0  n

            Sei yn:=
nx

1
, nN  yn 




n

1  
1

1





n

r
n

x

x
=

))(1(

))(1(
1

nn

n
r
n

yy

yy








= 

          


0,

1

1

 









rdar

n

r
n

n

y

y


1

)(
 





n

ny =r 


enkritFo

a

lg

)


1x

lim
 1

1





x

x r =r

       Algemein... Sei (xn) beliebige Folge aus R\{1}: xn 



n

1.

       Def yn:= q

p

nx
, nN  yn 




n

1 
1

1





n

r
n

x

x
= 


















1

1

n

p
n

y

y
/ 


















1

1

n

q
n

y

y 





n

*

r  

       Beh, denn q te Wurzel ist stetig (siehe 4.3)
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c) 
0x

lim


x 






x
1

Lös: 
x
1
= 






x
1

+r, r[0,1), 
0x

lim


x 






x
1

=
0x

lim


x(
x
1
-r)=

0x
lim


(1-xr)=1

Andere Formulierung:

     






x
1


x
1
< 






x
1

+1  
x
1
-1=

x

x1
< 






x
1


x
1
  x0  
































001
1

*1

01
1

*1

x
x

xx

x
x

xx
 

     
1

0

||1
 




x

x
<x* 






x
1

< 
1

0

||1
 




x

x
  x0 

enkritFomitGrenzwertSandwichs lg

  
0x

lim
 0x

lim


 x 






x
1

=1

d)
x

lim
x
)1( ]x[ =0

A4.2.3 Es seien die Funktionen f,h: RR definiert durch 

    f(x)=








00

0

xfür

xfürx
 und h(x)=

1 0

0 0

für x

für x









. 

    Existiert lim
x 0

(h f)(x)?

Lös:(h f)(x)=








0,0

0,1

xfalls

xfalls
  lim

x 0
(h f)(x)=10=limx 0

(h f)(x) 
    limx 0 (h f)(x) existiert nicht(vgl S4.2.3 4.))
#    

0

lim
xx
f(x)=c da 

 0
lim
x

f(0)=0 
0x

x =
 0

lim
x

f(0)

2301



A4.2.4 Untersuche folgende Grenzwerte mit Hilfe der Definition:

a) f:RR, 
1

lim
x

f(x)=
x
x

für x

für x

n 













1

1
1

0 1
 mit einem festen nN0.

//S1.7.2(903) a,bC, nN0, 2.)an+1-bn+1=(a-b)
k

n




0

akbn-k//

//S4.2.2(2310) Vor: Geg. f,g:DK und HP z0

//1.) Beh:  
0

lim
zz
f(z)=w0 & 

0

lim
zz
g(z)=w1   (..)

0

lim
zz
f(z)g(z)=w0w1

Lös: Ohne Def:Für x1:f(x)= x
x

n 



1
1


2.7.1S



 




0

1n

x (




1

0

n



1=n),genauer…

     lim
x 1

f(x)=
 




0

1n

lim
x 1

 x 
.)11.2.4S



 




0

1n

(lim
x 1

 x)=




1

0

n



1=n       

   Beh:
1x

lim


f(x)=n.

   Bew: >0  >0:|f(x)-n|<  xR mit 0<|x- 
0

1
x
|<. 

   Sei >0 bel fest. Wähle =min1,


2n
  |f(x)-

n
n

1
0

1

 




|=

   |
 




0

1n

(x -1)|| 
.)22.7.1S

 |





0

1n

(









0

1

x)(x-1)|(
 




0

1n










0

1 






2

1





x )|x-1|

    (
 




0

1n






2

12

12






)|x-1|

 




0

1n

2|x-1|=2 1
2 1

n 


|x-1|2n|x-1|<2n   xR:0<|x-1|< 

    (insbesondere ist |x|2)
   Es wurde also gezeigt:  >0  >0:|f(x)-n|<  xR:0<|x-1|<

b) 
1x

lim
 1

1





x

x r , rQ (fest)

Lös: Sei r=
q

p
, pZ, qN

       q=1, d.h. r=pZ

       r0: 
1

1





x

x r =


0

x 
1


x




0

1=r 

       r<0: Sei (xn) beliebige Folge aus R\{1}: xn 



n

1. ObdA xn0  n

            Sei yn:=
nx

1
, nN  yn 




n

1  
1

1





n

r
n

x

x
=


0,

1

1

 









rdar

n

r
n

n

x

y


1

)(
 





n

ny =r 
enkritFo lg

  

       
1x

lim
 1

1





x

x r

       Algemein... Sei (xn) beliebige Folge aus R\{1}: xn 



n

1.

       Def yn:= q

p

nx
, nN  yn 




n

1 
1

1





n

r
n

x

x
= 


















1

1

n

p
n

y

y
/ 


















1

1

n

q
n

y

y 





n

*

r  

    Beh, denn q te Wurzel ist stetig
            
einfachere Variante:     
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1x
lim

 1x
1x

m

n



   

Lös:.. 
1x

lim

















1m

0k

k

1n

0k

k

x)1x(

x)1x(
=












1m

0k

k

1n

0k

k

x

x
=n/m

c) f(0,) R, nN0 fest, limx 
f(x)=

3 2

12

x
x

n 


= ? 

//S1.7.2(903)  Vor.Seien a,bC, nN0  2.) an+1-bn+1=(a-b)
k

n




0

akbn-k 

//D4.2.1 3.)lim
x 

f(x)=aR (bzw. lim
x  

f(x)=aR):

//      >0  c>0 mit |f(x)-a|<  x>c (bzw  x<-c).
  

Lös:1.Fall:n=0 oder n=1. Beh:
x

lim f(x)=0.
    Bew: Sei >0 bel.(fest). Wähle c=max5/,1  

        |f(x)-0| 
x 0

3 2

12

x
x

n 




nx22

 5
2

x
x

n


n oder0 1

5
2

x
x

=5/x<5/c  x>c

    2.Fall:n=2. Beh:
x

lim f(x)=3.

    Bew:Sei >0 bel.(fest). Wähle c= 1 /   ( c>0) 

        |f(x)-3|= 
3 2 3 1

1

2 2

2

x x
x

  



( )
=





1

12x
<1/x2<1/c2=  x>c

    3.Fall:n3, Beh:
x

lim f(x)= d.h.  k>0  c>0:f(x)>k  x>c.

    Bew:Sei k>0 beliebig(fest). Wähle c=max1,k  c>0 

        f(x)=
3 2

12

x
x

n 



x 1

3
2 2

x
x x

n


>
3

2 xn-2

n 3x>ck  x>c

2303



d) f:R R, nN0, limx  2
f(x)= 















2,0

2,
2

2

xfür

xfür
x

x
 ?

Lös:lim
x  2

f(x) existiert nicht

   Bew:Sei aR beliebig |f(x)-a|=














2,

2,11

2,1

xfallsa

xfallsaa

xfallsa

   1.Fall:a=1. Wähle =|1+a|( >0). Sei >0 bel.

               Wähle xU


(-2) mit x<-2  |f(x)-a|=|1+a|

   2.Fall:a1. Wähle =|1-a|( >0). Sei >0 bel. 

               Wähle xU


(-2) mit x>-2  |f(x)-a|=|1-a|

    Es wurde also gezeigt:  aR  >0  >0  xU


(-2): f(x)-a| d.h. 

    es gilt nicht : 

     aR  >0  >0  xU


(-2):|f(x)-a|< d.h. es gilt nicht: 

     aR: 2x
lim


f(x)=a.

   

   Alternativ:Aus D4.2.1 folgt:lim
x x 0

f(x) existiert =a  

                               limx x
0
f(x)= limx x

0
f(x)=a existiert.

  Es gilt: lim
x  2

f(x)=1 (Zu >0 bel. Wähle >0 bel 

 |f(x)-1|=0  xR:-2<x<-2+)    

  und  lim
x  2

f(x)=-1 (Zu >0 bel. Wähle >0 bel 

               f(x)-(-1)|=0  xR:-2-<x<-2) 

  lim
x  2

f(x) lim
x  2

f(x)  lim
x  2

f(x) existiert nicht

e) f: CC , limx 2
f(x)=















20

2
2

442

xfür

xfür
x

xx
 ?

Lös:f(x)=( )x
x




2
2

2

=x-2 falls x2. Beh:lim
x 2

f(x)=0.

    Bew: Sei >0 beliebig. Wähle =  
       |f(x)-0|=|x-2|<=  xR: 0<|x-2|<

f)f:R R, 0x
lim


f(x)=

x x für x

für x

sin( / )1 0

0 0









 ?

Lös: Beh:
0x

lim


f(x)=0.

Bew:Sei >0. Wähle =  |f(x)-0| 
x 0
|x| 

*1

x/1sin


|x-|<=  xR:0<|x|<.

    Zu *:  R gilt:|sin |1 (und  |cos |1), denn 
    sin2+cos2=1  sin2=1-cos21  |sin |1 
    (und cos2=1- sin21  |cos |1)

2304



A4.2.5 Betrachte die Funktion f:D R und bestimme folgende 
   Grenzwerte im Fall ihrer Existenz:

//S1.7.2(903)  Vor.Seien a,bC, nN0  2.) an+1-bn+1=(a-b)
k

n




0

akbn-k

//S4.2.2(2310) Vor: f,g:DK & HP z0

//1.) Beh:  
0

lim
zz
f(z)=w0 & 

0

lim
zz
g(z)=w1   

0

lim
zz
(f(z)+g(z))=w0+w1 (,K) 

a)
ax

lim


f(x), f(x)=
ax
ax kk



  mit kN und aR sowie D= R\{a}.

Lös:Für xa gilt f(x)=
ax
ax kk



 
2.7.1S

 




1k

0

xak-1- 
ax

 




1k

0

aak-1- 
.)12.2.4S

 kak-1

b)
2x

lim


f(x), f(x)=
2x

6x11x2x 23



  mit D= R\{2}. 

Lös:x3+2x2-11x+6=(x-2)(x2+4x-3).

    f(x)=x2+4x-3 
.)12.2.4S


2x

lim


f(x)=22+4*2-3=9

c)
0x

lim


f(x), f(x)=
2

2

x

x11   mit D=(-1,1)\{0}.

Lös:Für jede Folge (xn) n


1 in (-1,1)\{0} mit limn 
xn=0 gilt 

    f(xn)= 2
n

2
n

x

x11 
2
n

2
n

x11

x11




=

)x11(x

)x1(1
2
n

2
n

2
n




= 2

nx11

1



    


n 1/2  

x
lim f(x)=1/2

 d)
0x

lim


f(x), f(x)=
x

xsin
 mit D= R\{0}.

Lös:Für x0 gilt:f(x)= 
x

xsin
=
x
1



0k )!1k2(
x)1( 1k2k



 

=


0k )!1k2(
x)1( k2k




  

    
0x

lim


f(x)=


0k )!1k2(
0)1( k2k



 
)4.2.4 dA

 0

A4.2.6 Bestimme folgende Grenzwerte im Fall ihrer Existenz:

a)
x

lim  
xx2

1x2x4
3

23





Lös:x0:

2

3

x
1

2

x
1

x
2

4






2.2.4S

x 

 2

b)
x

lim ( 1x29x2  -3x)

Lös:Für jede Folge (xn) n


1 in R mit xn gilt 
nx
1 


n 0.

    ( 1x29x n
2

n  -3xn)
nn

2
n

nn
2
n

x31x2x9

x31x2x9




=

nn
2
n

2
nn

2
n

x31x2x9

x91x2x9




=

    


















3
x
1

x
2

9x

)
x
1

2(x

2
nn

n

n
n




x

39

2


=1/3
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c)
x

lim
1x
x)1(

2

]x[




, xR

Lös:Es sei >0 baf. Setze x0():=1/. Dann gilt für xx0():

    |
1x
x)1(

2

]x[




-0|=

2x1
x



2x
x
=
x
1

  
x

lim
1x
x)1(

2

]x[




=0

d)
x

lim (1+1/x)x, xR 

//S2.3.10 (1403)(1+1/n)n,(1+1/n)n+1 ist für eine Intervallschachtelung//

//    mit lim
n 

(1+1/n)n=lim
n 

(1+1/n)n+1=:e, nN d.h. 2,37<e<3,16

//#S2.3.4(1401) a,b,xR, a>0: x ax>0 &   falls a>1

//   ohne Bew: ax 
ba

 bx für x>0

Lös: x  x>0. Z.z. 
x

lim (1+1/x)x=e. 

    (1+1/n)n 



n

e, (1+1/n)n+1 



n

e, (1+ 
 ]/[1

][

/1
x

x

x




)x 
4.3.2s

 (1+1/[x])[x]+1

    Für x[n,n+1] gilt:(1+1/x)x(1+1/n)n+1 & (1+1/x)x 
4.3.2s

 (1+

x

n
1

1

1



 )nx. 

    e=lim
n 

(1+1/n)n+1=lim
n 

(1+1/n)n=lim
n 

(1+
1n

1


)n+1


1

1

1
1

1

 





n

n
  

     >0  n0(): |(1+
n
1
)n+1-e|< & |(1+

1n
1


)n-e|<  nn0()  

    xn0()!!!: (1+1/x)x-e(1+1/n)n+1-e< & (1+1/x)x-e(1+
1n

1


)n-e 
*

- 

    |(1+1/x)x-e|<  xn0() 
festbeliebig ,

 Beh

    * Damit > richtung beibehalten wird >- geschrieben... eine richtige   

    Aussage
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e)
0x

lim
 ³x

xe1e 2/xx 

Lös:
0x

lim
 ³x

xe1e 2/xx  =
0x

lim


³
!2

1
! 00

x
k

x
x

k

x

k
k

k

k

k











=

     
0x

lim


³
!2

)
82

1(
!

1
62

1
3

12

4

32

x
k

xxx
x

k
xxx

x
k

k

k

k

k











=

     
0x

lim


³

)!1(2!86 4
1

4

33

x

k

x

k

xxx

k
k

k

k

k









 


=
6

1
-
8

1
+

0x
lim

 


4k !

3

k

x k  +
0x

lim
 



4k )!1(2 1

3





k

x
k

k

=

   

     
6

1
-
8

1
+

0x
lim


x 


xe

k

k k

x








!

4

4
+

0x
lim


x

  
xe

k

k

k k

x







 


)!1(2 1

4

4
=
6

1
-
8

1
=
24

1

f)
x

lim x ( x1x  )

Lös:..
x

lim
x1x

)x1x(x




=

x
lim

x1x

x


=

x
lim

1x/11

1


=1/2

g) 
2

lim
x

(
x2

1
-

28

12

x
)

Lös: an+1-bn+1=(a-b)


n

0

abn-  
32

8


-x3=(2-x)(x2+2x+4)  

     
x2

1
(1-

42

12
2  xx

)=
x2

1

42

82
2

2





xx

xx )=
42

4
2 



xx

x 
2


x 42*22

24
2 


=
2

1

h) 
k 




0

x2(1-x2)n=














0,0

}0{]1,1[,1)1(
0

22

xfalls

xfallsxx
k

n

Lösung: |1-x2|<1  -1<1- x2<1  -2<-x2<0  0<|x|< 2 

        Für x[-1,1] gilt 
k 




0

x2(1-x2)n=
)1(1

1
2x
=

2

1

x
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