A4.3.1 Untersuche, ob folgende Grenzwerte existieren und 

  bestimme ggf den Wert:
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//S4.2.1(2304)
//Vor:Sei M(R, x0(M’, f:M(R, g:M(R

//Beh:1.)(Folgenkriterium) 
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   Ausführliche Begründung:

   1.Möglichkeit mit Folgekriterium analog zu S4.2.2 gilt auch für x((.

     Sei xn>0 ( n & xn
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//D4.1.1(2200) Für x(R und (>0 sei// 

//   U((x0):=(x(R||x-x0|<((=(x0-(,x0+()=(-Umgebung von x0 in R.

//   

((x0):=U((x0)\(x0(=(x(R(0<|x-x0|<((. 

//Sei M(R, M((.//

//3.)x0(R heißt Häufungspunkt(HP)von M:( ( (>0 ist M( 

((x0)((.//

//4.)M’ sei die Menge aller HP von M und //

//   

:=M(M’ die abgeschlossene Hülle von M. 

//   M heißt abgeschlossen: ( M=

 ( M’(M.

                                      # M=

=M(M’ ( M’(M

//S4.2.2(2305)  Grenzwertregeln//

//       4.)Seien M,H(R, f:M(H, h:H(R, x0(M’. 

//         (
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   oder Stetigkeit der rat Fkt Nenner(0 für x=2)
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//S1.7.2(903) Endliche geometrische Reihe//

//   Vor.Seien a,b(C, n(N0  Beh: 1.)

ak=
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    Bem: Diese Aussage gilt sogar für 

         r(R, sogar für r( C.(Dies wird am einfachsten mit der 

         Ableitung von f(x)=xx im Punkt 1 gezeigt, siehe später)

   Sei r=p/q mit p(Z, q(N. 

   (.)Sei zuerst q=1, d.h. r=p(Z,

      Falls r(0, so wurde Beh schon in A4.2.2 a) bewiesen 
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      Sei (xn)n(N beliebig, xn( R\(1(, xn
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//S1.5.15(759)//
//1.)( a(R ( das größte Ganze von a, d.h. ( (a((Z mit //

//  (a((a<(a(+1, (a(:=max(n(Z (n(a(//

Lös: (1/x((1/x<(1/x(+1 ( (1/x(-1((1/x)-1<(1/x( (
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A4.3.2
a) Gesucht: Bijektive,stetige Funktion f:(0,1)((0,y) ( y>0 

Lös: f(x)=x*y


b)Die durch f(x)=x3-x2+3x-1 auf R definierte Funktion f ist 

      stetig. Bestimme zu (>0 explizit ein (>0, sodass 

      ( x(U((1) gilt: |f(x)-f(1)|<(.

Lös:Sei (>0, definiere ((()=min{1,(/7}. Dann gilt ( x(R mit 

   |x-1|<( (d.h. insbesondere x((0,2))

   |f(x)-f(1)|=|x3-x2+3x-3|=|x-1|(x2+3)<((x2+3)<7*(<(
#  Es genügt kleine Umgebungen um 1 (((()(1) zu untersuchen, d.h. 

#   |x-1|<((1 ( x-1<1 & 1-x<1 ( x<2 & x>0 ( x((0,2)

#  |f(x)-f(1)|=|x3-x2+3x-1-(1-1+3-1)|=|x3-x2+3x-3|=|(x-1)(x2+3)|=

#  |(x-1)||(x2+3)|=|x-1|(
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A4.3.3 Untersuche die folgenden Funktionen f: R(R auf Stetigkeit

a)f(x)=
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Lös:Auf R\{0} ist f stetig. Außerdem gilt 
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//S4.3.1(2404) Folgenstetigkeit//

//   Genau dann ist f:D( K stetig in x0(D, wenn für jede Folge//

//   (xn) in D mit xn(x0 auch f(xn)(f(x0) gilt für n((.//

Lös:Fall 1:x(Q\{0}. Dann gilt für xn=x+
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   Fall 3:x=0. Sei (>0 baf. Setze ((=( ( ( x(R mit |x-x0|=|x-0|=|x|<((:

         f(
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   f stetig nur im Nullpunkt, f nicht stetig.

A4.3.4 f:R(R, f(x+y)=f(x)*f(y) ( x,y(R. Für b) f stetig in 0.

a)Zeige, dass entweder f(x)=0 ( x(R  oder f(x)>0 ( x(R gilt.

  Im 2.Fall gilt stets f(0)=1.

Bew:    
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 (
    f(x0)=f((x0-x)+x)=f(x0-x)f(x) ( x(R ( 

    Fall 1:richtig für f(x)=0, d.h. auch für f(x0)=0

    Fall 2: f(x)(0 ( x(R. Es gilt f(0)=f(0+0)=(f(0))2 ( 1=f(0)

            Noch z.z. Im Fall 2 gilt f(x)>0 ( x(R. 

            Es gilt f(x)=f(
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b)Beweise, dass f stetig auf R ist.

//S4.3.1(2404) Folgenstetigkeit//

//   Genau dann ist f:D( K stetig in x0(D, wenn für jede Folge//

//   (xn) in D mit xn(x0 auch f(xn)(f(x0) gilt für n((.//

Bew:Sei (xn)

 eine reelle Folge mit 

xn=x ( 

    

(xn-x)=0, d.h. 

f(xn-x)=f(0) stetig  in 0 nach Vor (
    f(xn)=f(xn-x+x)=f(xn-x)f(x)
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c)Beweise, dass im Fall f(0)=1 ( x(Q gilt: f(x)=(f(1))x.

Bew:#f(0)=1 heißt nach a) 2.Fall f(x)>0 

    Zu beweisen: f(x)>0 ( x(R ( f(x)=(f(1))x ( x(Q    in (.) bis (...)

       (.)f(nx)=(f(x))n ( n(N0 ( x(R.

     Bew durch Induktion nach n bei festem x(R

                 n=0:   f(0*x)=f(0)=1=(f(x))0
     n(n+1:Für ein n(N gelte f(nx)=(f(x)) n ( 

           f((n+1)x)=f(nx+x)=f(nx)f(x)=f(x)nf(x)=(f(x))n+1
 (..)f(nx)=(f(x))n ( n(Z ( x(R.

    Bew:Wegen (.) genügt es zu zeigen f(-nx)=f(x)-n ( n(N.

        Es gilt 1=f(0)=f(nx+(-nx))=f(nx)f(-nx)
[image: image133.wmf]{

(.)

=

(f(x))nf(-nx) ( 

        1=(f(x))nf(-nx) ( f(-nx)=(f(x))-n 

Beh
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    Bew:Es sei x=p/q mit p(Z, q(N. Dann gilt 

        (f(1))p
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d)Beweise, dass im Fall f(0)=1 ( x(R gilt:f(x)=f(1)x.

Bew: Sei (xn)

 eine Folge in Q mit xn
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A4.3.5 Gegeben sei eine stetige und monoton wachsende Funktion 

   f:[0,1]([0,1]. Es sei a0([0,1]. Definiere eine Folge, 

   (an)
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 rekursiv durch an+1=f(an) für n(N0. Beweise, dass (an)
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   konvergent ist und dass der Grenzwert a ein Fixpunkt von f ist, 
   d.h. es gilt f(a)=a. 

//S2.2.2(1301) (Monotone Konvergenz)

//Vor:Sei (an)(R monoton und beschränkt Beh:( 

 an

Lös: #Bsp:y=x2    & stetig
     #    x=0,2( x2=0,04, x=0,3( x2=0,09, aber 
     #    a0=0,1, a1=0,12=0,01, a1<a0 

       #    y=
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  , a0=0,25, a1=
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    Fall 1:a1(a0 ( Bew durch Induktion an+1(an ( n(N0 

           n=0:   o.k.

           n(n+1:Für ein n(N0  gilt an+1(an 
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                 d.h. an+2(an+1.

     Fall 2:a1<a0 ( analog Fall 1 an+1<an ( n(N0 

          (an)
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A4.3.6 Zeige: Jedes Polynom ist stetig in C.

   Hinweis:xn stetig weil x stetig

A4.3.7 Zeige:Jede rationale Funktion ist auf ihrem natürlichen 

   Definitionsbereich stetig.

A4.3.8 Zeige die Stetigkeit der Abb z

|z| auf C.

   Hinweis:|f(z)-f(z0)|

|z-z0|,||z|-|z0||

|z-z0|.

           Lipschitzbed L=1
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