
A4.4.1 Beweise, dass ein Polynom ungeraden Grades mindestens eine reelle 
  Nullstelle hat.

Bew:Es sei f(x)= 




1n2
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akxk nN, a2n-10.

    ObdA sei a2n-1>0 (sonst f durch –f ersetzen)

    Für x0 gilt g(x):= 1n2
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lim g(x)=1=
x

lim g(x)   x1>0 mit g(x)1/2  xx1 

                                               f(x1)=g(x1)a2n-1x1
2n-1>0.

                           x2<0 mit g(x)1/2  xx2   

                                               f(x2)= 
0

1n2
2
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1n2

0

2 xa)x(g










<0. 

    
1.4.4S

  Da f stetig, existiert (x2,x1) mit f()=0

A4.4.2
a) Geg sei eine stetige Funktion f:[0,1] R mit f(0)=f(1).
      Zeige:Es existiert mindestens ein [0,1/2] mit f()=f(+1/2)

//S4.3.3 (2403)Rechenregeln für Stetigkeit//
//Vor:f,g: M R stetig im Punkt x0M.//
//Beh: 2.)f+g stetig in x0  ,R (bzw C)//            
Lös:  [        ]        ]
      0       ½  +1/2  1

    Definiere g:[0,1/2] R, g(x)=f(x)-f(x+1/2) 
.)23.3.4S

 g stetig.

    Fall 1:g(0)=0  f(0)=f(1/2)  Beh mit =0
    Fall 2:g(0)0 
           g(1/2)=f(1/2)-f(1)=f(1/2)-f(0)=-g(0) 
           g(0) und g(1/2) haben verschiedene Vorzeichen  
            (0,1/2): g()=0  Beh
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b) [0,1][0,1], Surjektiv oder injektiv?
  f(x) : x xk, kN beliebig
Lös: Seien x,y[0,1], y>x (d.h. y>0) 

 y>x 
0


y

 y2>yx 
xy

  y2>x2 
0


y

 y3>yx2 
xy

  y3>x3..usw 
Induktion

  yk>xk  kN  f   

  f injektiv

//S4.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)
//Vor:Sei IR ein Intervall, f:IR stetig auf I, a,bI, a<b.
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) :  y  mindestens ein xa,b mit f(x)=y.

f(x)=xk stetig, f(0)=0, f(1)=1 
1.4.4S

  y[0,1]: y=f(x)  

 f surjektiv

    g(x) : x sin(x)
Lös: g(0)=g(1)=0  nicht injektiv

     sin und x sind stetig und g(0)=0, g(1/2)=1 
1.4.4S

 f surjektiv

    h(x): x
2

1
x

Lös: 
2

1
x=
2

1
y  x=y  h injektiv

     z.B. 1h( 
]1,0[

x )  nicht surjektiv

c) Gesucht: Bijektive,stetige Funktion f:(0,1)(0,) 

//S4.4.1(2500) Vor: IR Intervall, f:IR stetig auf I, a,bI, a<b.
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) :  y  mindestens ein xa,b mit f(x)=y.
Lös: f(x)=-log x, 
     Bew: log   f   und stetig

          f(1)=0 & f(0+)= 
1.4.4S

  y(0,)  x(0,1): y=-log x  

          f surjektiv 
injektivund loglog 

 f stetig  bijektiv
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d) Es sei a1<a2<…<an (nN). Zeige:

     a)Die Gleichung 


n

1k kax
1


=0 besitzt genau n-1 reelle Lösungen

Lös:


n

1k kax
1


=0 …multipliziert mit 


n

1j

(x-aj)  


n

1k






n

kj

1j
(x-aj)=0.

#   Bsp: 


3

1k kax
1


=0  


3

1j

(x-aj)


3

1k kax
1


=0          

#       (x-a1)(x-a2)(x-a3)(
1

1

ax 
+

2

1

ax 
+

3

1

ax 
)

#        =(x-a2)(x-a3)+(x-a1)(x-a3)+(x-a1)(x-a2)=


3

1k






3

1

kj

j
(x-aj)=0  

#        P(x):=(x-a2)(x-a3)+(x-a1)(x-a3)+(x-a1)(x-a2), Grad=3-1=2 

#        P( 


x

k

a





1 )=(a1-a2)(a1-a3)+(a1-a1)(a1-a3)+(a1-a1)(a1-a2)=

               (a1-a2)(a1-a3)=




3

1

kj

j
(a1-aj)>0

#        P( 


x

k

a





2 )=




3

1

kj

j
(a2-aj)=(a2-a1)(a2-a3)<0

#        P( 


x

k

a





3 )=




3

1

kj

j
(a2-aj)=(a3-a1)(a3-a2)>0 (a1<a2<…<an(a3-a1)...(a3-an)>0)

    Definiere P: R R, P(x)=


n

1k






n

kj

1j (x-aj) ist ein Polynom vom Grad n-1

    P(ak) 
nk ,...,1

 




n

kj

1j
(ak-aj)= 





1k

1j


0

)(



 jk aa
 



n

1kj


0

jk )aa(
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)()(





 

  
k

j

n

kj
kjjk aaaa
(-1)n-k

     P(an)>0, P(an-1)<0, P(an-2)>0 usw 
1.4.4ZWS

  

     k(ak,ak+1) mit P(k)=0 (k=1,...,n-1) 
    d.h P besitzt genau n-1 reelle Nullstellen (P(x)=nxn-1+…)  
    P besitzt max n-1 Nullstellen) und somit besitzt die Gleichung 
    genau n-1 Lösungen.
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b)Die Gleichung 


n

1k kax
1


=c (c0) besitzt genau n reelle Lösungen

Lös:


n

1k kax
1


=c  


n

1k






n

kj

1j
(x-ak)-c



n

1j

(x-aj)=0. 

   Definiere Q: RR, Q(x)=P(x)-c


n

1j

(x-aj). Dann gilt für k=1,...n:

   Q(ak) 
0 


kjkk aaax

P(ak)  Für k=1,...,n-1  k(ak,ak+1) mit Q(k)=0. 

   Andererseits gilt im Fall >0 ???: 

   Q(x)=


1ngrad

)x(P


-c


ngrad

n

1j
j)ax(





=xn


  
  

c

c

n

1j

j

0

n )
x

a
1(c

x
)x(P

(









 

??? #-cxn



 
0,0:) 1 


naac

  #   n(-<-cxn,a1) oder n( an<-cxn<): Q(n)
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A4.4.3 Betrachte für R  die Funktion f:0,) R definiert 

    durch  f(x)=








00

0log*

xfür

xfürxx
.  

   Zeige, dass f auf (0,) stetig ist,   
   dass f im Punkt x0=0 aber nur dann stetig ist, wenn >0 ist

//S4.3.3 (2403)Vor:f,g: M R stetig im Punkt x0M.//
//    2.)fg stetig in x0,// 
//S3.2.11 (1753)Expotentialreihe//

//   Die Reihe 
k 




0

zk/k! ist für alle zC absolut konvergent.//

//    zR gilt weiter 
k 




0

zk/k!=exp(z)=limn 
(1+z/n)n.//

Bew:x und log x sind stetig auf (0,) 
.)23.3.4S

 f(x)=xlog x stetig auf (0,).

    f stetig in x0=0  


lim ( )

*

,

,

fx
x

falls

falls




  







0

0

0 0





  =f(0)=0  >0 siehe *

   Bew*:(.)x=exp(log x) 
 x 0

 













,

,

,

falls

falls

falls







0

1 0

0 0

  

           xlog x 



0x
- falls 0 (da log x 




0x
-)

       (..)Sei >0:

          xlog x 



0x
0, -xlog x 




0x
0

        x-=exp(log(1/x))# 
.)11.2.3S

 


 0 !

))/1log((



 x =1+
!1

)/1log( x
+

!2

))/1log(( 2x +..

          1+
!1

)/1log( x
+

4

))/1log(( 2x #=(1+
 log( / )1

2
x
)2

2

4
(log 1/x)2 

              
22 )/1(log

4

x
x



 


0<-xlog x=xlog 1/x

2

4


1

1log( / )x





0x
0 

          da log(1/x),(1/x, x0+)  -xlog x 
 x 0

0  xlog x 



0x
0
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A4.4.4 Untersuche die Funktion f:(0,1) R definiert durch 

f(x)=








Q

N

\(0,1)x für0

seigekürztBruchderwobei ,qpmitqpxfürq ,//1

   auf Stetigkeit in jedem Punkt des Intervalls (0,1)

//S4.3.2(2403)Folgenstetigkeit//
//   Genau dann ist f=D K stetig in x0D, wenn für jede Folge//

//   (xn) in D mit xnx0 auch f(xn) 



n

f(x0) gilt.//

Lös:Beh:(.)f ist unstetig in jedem x0(0,1) Q
       (..)f ist stetig in jedem x0(0,1)\ Q
    Bew:(.)Sei x0(0,1) Q beliebig, fest. Wähle eine Folge (xn) in 

         {(0,1)\ Q) \{ x0 mit xn 



n

x0 (solch eine Folge existiert..

          # z.B x1(0,1)\ Q),x0, xn+1=
2

0 nxx 
)rekursiv# 

         f(xn)=0  0f(x0), da x0 Q(0,1) 
2.3.4S

 f unstetig bei x0 

         (denn lim
x x 0

f(x) existiert nicht oder...und ist f(x0))

2505



//D4.3.1(2400) DR. f: DR, stetig im Punkt x0D: 
//      >0  >0:f(x)U (f(x0))  xDU(x0) oder äquivalent....
//   (>0  >0  mit |f(x)-f(x0)|<  xD mit |x-x0|<).
//    f heißt stetig auf AD: f ist in jedem x0A stetig.
// S1.5.15(759)
//2.)a,bR,a<b (.)  qQ mit a<q<b und (..)  dR\ Q mit a<d<b

#(..)   >0  >0:|  )(
)1,0( Q

xf


- 

 0

)1,0(

0 )(


 Q

xf |=f(x)<  xD mit |x-x0|<.

#    x(0,1)Q  x=
q

p
 & p<q 

#    Betrachtung M:=
1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
3

4
,
1

5
,..,

4

5
,..,

q

1
,
q

2
,..,

q

q 1
}

#    Zu >0  q: |
 )(
M

q

p

xf




- 

 0

)1,0(

0 )(


 Q

xf |=
 )(
M

q

p

xf




=
q

1
<  q>



1
Nq 




 

#     q0=[


1
]+1>q>



1
  

0

1

q
< 

#     Betrachtung M0:=
1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
3

4
,
1

5
,..,

4

5
,..,

0

1

q
,

0

2

q
,..,

0

0 1

q

q 
}

#     Wähle 0<:=min|
Q

x

0 -m|:mM0; 

#      Bsp: =
4

1
, x=

2
2 0,7071  

,0

1

q
<
4

1
  q0,>4    

#      M0;1/4:=
1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
3

4
,
1

5
,
5

2
,
5

3
,
4

5
} 

#      Betrachtung Ordnung: 
1

5
;
1

4
;
1

3
;
5

2
;
1

2
;
5

3
;
2

3
;0,7071;

3

4
;
4

5
  

#      :=min|x0-m|:mM0;1/4}=|
2
2 -

2

3
|0,04050 (|

2
2 -

3

4
|>)

#      Sei mM’0;1/4:=
1

2
,
1

3
,
1

4
,
3

4
,
1

5
,
5

2
,
5

3
,
4

5
} (2/3 fehlt)

#       |m-0,7071|  !!!
  =|

2
2 -

2

3
|0,04050

#      Betrachtung Mq>5:= q
p
Q\M0;1/4=

6

1
,
6

5
,
7

1
,
7

2
,…
7

6
,…}

#      S1.5.15(759): mMq>5;1/4: 
2
2 <m<

2

3
: |m-

2
2 |<  q>5  1/q<

1

5
<
4

1 = 

#         xU(x0), x=p/q(0,1) mit pN, qN teilerfremd gilt: 

#      x
Q

M


  q>1/   1/q<  . 

#      Wegen f(x)=
0 0, ( ) \falls x U x

 









Q

Q1 / q,falls x = p / q U (x )0
 wobei pN und qN 

#      teilerfremd und xM  xU(x0) folgt |f(x)-
fx( )0

0
|=f(x)<   xU(x0)

 Bew: Betrachte die Menge 
       M:=p/q: pN und qN teilerfremd, p/q(0,1), q1/ .
         Mit q0:= 1/  gilt dann 

         
Elementedeteilerfremnur

M 
1

2
,
1

3
,
2

3
,
1

4
,
2

4
,
3

4
,
1

5
,..,

4

5
,..,

1

0q
,
2

0q
,..,

q

q
0

0

1


         insbesondere ist M endlich!..
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         Sei p/qM  p/q(0,1), q1/   1p<q und 1qq0.
            (pN und qN teilerfremd).

         Wähle 0<:=min|
Q

x

0 -m|:mM, möglich denn x0Q und M ist endlich. 

            xU(x0), x=p/q(0,1) mit pN, qN teilerfremd gilt: 

         x
Q

M


  q>1/   1/q<  . 

         Wegen f(x)=
0 0, ( ) \falls x U x

 









Q

Q1 / q,falls x = p / q U (x )0
 wobei pN und qN 

        teilerfremd und xM  xU(x0) folgt |f(x)-
fx( )0

0
|=f(x)<   xU(x0)

A4.4.5 Es sei f:0,10,1 eine stetige Funktion. Zeige: Es existiert 
   mindestens ein 0,1 mit f()=.
Bew:(.) f(0)=0 oder f(1)=1  Beh. richtig 
    (..)f(0)>0 und f(1)1. Beachte f[0,1][0,1].    
    Betrachte g:0,1 R, g(x):=f(x)-x 

    g stetig auf 0,1 und g(0)=f(0)>0, g(1)=f(1)-1<0 
1.4.4ZWS

  

 0,1:g()=0, d.h.f()=.

A4.4.6 Zeige

a) x
x

2 1 + x
x

6 1

1




=0 besitzt im Intervall (0,1) mindestens eine Lösung

//S4.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)//
//Vor:Sei IR ein Intervall   f:IR stetig auf I, a,bI, a<b.//
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) :  y  mindestens ein xa,b mit f(x)=y.//

Bew:Sei f(x):= x
x

2 1 + x
x

6 1

1




, x(0,1)  

    f stetig auf (0,1) da f rationale Funktion und Nenner0,

    lim
x 0

f(x)=+, lim
x 1

f(x)=-,   a,b(0,1), a<b mit f(a)>0, f(b)<0 
stetigf

S 1.4.4

  

    a,b (insbesondere (0,1)) mit f()=0
   Man kann eine(die) Lösung (0,1) von f()=0 noch genauer 
   eingrenzen:
    

   f(1/2)=#
2/1

14/1 
+

2/1

164/1




 =1/2(5/4-(

1

64
+1))=1/2(1/4-

1

64
))=

128

15
>0#

           =1/2(3/4-(
1

64
+1))=2(1/4-1/64)=15/32>0

   f(3/5)=
9

25
1

3 5



/
+ 

3
5

1

2 5

6








 

 /

=
1

3

34

5
 -1

2
3 5

5

6 6

5
 =-

3281

9375
<0

   
stetigf

1.4.4ZWS

   (1/2,3/5):f()=0

b)Die Gleichung xex=1 hat genau eine reelle Lösung

//D0.2.4(200) Eine Abbildung(Funktion) f: XY heißt//
//   1.)injektiv(eindeutig) oder Injektion:   x1,x2X mit x1x2 //
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//      f(x1)f(x2), d.h jedes yY hat max 1 Urbild xX mit y=f(x), 
d.h./ //      aus f(x)=f(y)  x=y//
Bew:Sei f(x):=xex, xR  f stetig auf R.

    Existenz einer Lösung:   f(0)= 
1

0

, f(1)=e>1 

stetigf

S 1.4.4

  (0,1):f()=1. 

    Eindeutigkeit der Lösung:f  auf (0,), denn sei 

    0<x1<x2:f(x1)= 
x
x

1

2

e
x

ex

1

2

<x2e
x2 =f(x2)(da e-Fkt )

    Sei 
~
R eine Lösung von f(x)=1(d.h. f(

~
)=1). 

    f(x)=xex0<1  x0  
~
>0 

auf

f injektiv

( , )0



~
=
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