4.1 Sei f,(x)=(1+x/n)® fir x€R und neN. Zeige, dass die
Voraussetzungen von S5.4.1 fiir jedes abgeschlossene Intervall
[a,b] erfillt sind. Gib durch Anwendung dieses Satzes einen
neuen Beweis fir die Differenzierbarkeit wvon e*.

.4.2 Untersuche, ob $5.4.1 auf die Folge (f,) mit f,(x)=(1l-x)x",
0 <x <1 angewandt werden kann.

.5.1 Zeige: (tan x)’=1/cos’x fur (k-1/2)m/2<x<(k+1/2)m/2, mit k&€Z und
die Tangensfunktion nimmt auf jedem der obigen Intervalle jede
reelle Zahl als Wert an.

.5.2 Beweise die Teile b)-d) S5.5.2

.5.3 Benutze die Behb5.5.1 um zu zeigen:
arcsin x=mn/2-arccos x V x€(-1,1)
Finde eine analoge Beziehung zwischen arctan und arccot.

.5.4 Zeige:

® Die Funktion sinh x ist auf R streng monoton

wachsend und die Wertemenge ist gleich R.

Thre Umkehrfunktion Arsinh: R—R heiBt Areasinus hyperbolicus.

® Die Funktion cosh x ist auf R, streng monoton wachsend und die
Wertemenge ist gleich [1,o0].

Ihre Umkehrfunktion Arcosh:[1,o] — R, heiRt Areacosinus hyperbolicus.

.6.1 Diskutiere, in welchem Sinne folgende Aussage richtig ist:
Beim Multiplizieren zweier komplexer Zahlen addieren sich deren

Argumente

.6.2 Finde den Hauptwert des Arguments und des Logarithmus fir die
folgenden Zahlen -1, i, 1+i, 2(1-i), -i

.6.3 Zeige: Genau dann ist e?*=1, wenn z=2kn ist fir ein ke&Z.

.6.4 Zeige e*&i=-1
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A5.6.5(3007) Zeige, dass die Funktionenreihe Y log(l+—) auf [0,)

n=1 n Ve
gleichmaBig gegen eine auf (0,©) differenzierbare Funktion _~
konvergiert. Bestimme auch die Ableitung der Grenzfunktiog/(GF)
7

e
e

00 7

Los: 25 log(1+j%) auf [0,k] V ke€eR,, gleichmaRkig konygr@ent,
n=1 n 7

GF auf (0,k) differenzierbar. Gliedweises difﬁgrénzieren:

I=[0,k], g.(x)=log(l+x/n) auf R stetig, d.h;/éuf I stetig

1 1

7
V neEN im Inneren differenzierbar, da.jgafx))’=1f:;7;;;;=
7

gleichmabig kqnvérgent auf (0,k), weil
7

0

und )Y

n? + x n= N?+ x
//
1 1 . . . .
x>0: l— YV x€ (0, k) kdhvergent nach Majorantenkriterium und fir
n2 + x x>0 n2 //

7

x=0:g9,(0)=0, also Y g,(0)=0 konvergent =
Y g.=) log(l+x/n?) gleichmiBig konvergent auf [0,k] gegen g (GF),
n=1 n=1 -

—
—

differenzierbar auf (0,k) mit g'(X)=2L ‘;l/
" n=l n +X

—
—

25 log(1l+x/n?) auf [O,w{,ﬂicﬁffgleichmaﬁig konvergent

n=1

Z.z. d €>0 V NeR, 3 x€[0,©), d neEN n=N = |log(l+x/n?) |>E&
Bew:W&dhle €=log 2, Sei Ne€R, beliebig. Wahle x=2N?, n=N,
2N=2

NZ

dann 1l+x/n2=1+

=3>2, |log(l+x/n?)|>¢&
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Eigener Versuch:
//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//

//1.)Vor:Seien f,g: M-C differenzierbar in xﬁzﬁl bzw.R://

// Funktionen f und g:I— R seien differenzierbar in x,€I//
//Beh:a) f+£g sind differenzierbar in z, und (f#xqg)’ (z¢)=f’ (z0) £g’ (2o) .//
// b))V ae R(C) ist aof differenzierbar in z, und //

// (af)’ (zo)= af’ (zo) .//

//2.)Kettenregel//
// Vor:Sei f:A—-B differenzierbar in zoegg,f(zo)6£§, und sei g:B—C //

// differenzierbar in f(zy) .//

// Beh:gO f:A—»C ist differenzierbar in z, und //
// (go f) ' (zo) =g’ (£(z0)) £’ (zo) //

// (Kettenregel) (gof)’=(g’of)f’".//

//Folgerungen://
//4.) (log x)'=1/x, x>0//
//85.4.1(3000) Gliedweises differenzieren von Folgen und Reihen//

//Vor: (.)Funktionenfolge (f,):I—= R V neN, I=[a,b]lcR,//

// (..) (f,) auf I differenzierbar//

// (..) (f,)auf I gleichmaBig konvergent//

//  (...) (f,) wenigstens fiir ein x=x*€I konvergent.//

//Dann//

// ® konvergiert (f,) auf I gleichmalig und //

// ® Grenzfunktion f(x)=%}gfg(x)) ist auf I differenzierbar: //
// £/ (x)=(Lim £y (x) d.n. (Mmgyr=lim gy gy

//D4.5.1 (2600)GleichmdBige Konvergenz//

// Sei McR oder McC. Sei f,:M— C fiir nEN gegeben. Die Funktionsfolge//
/) (£,) 7 =(f.(z))”_, konvergiert gleichmdBig auf M gegen f(z):M—>C: <//
//V e>0 3 ny=ny(¢) (unabhdngig von z€M) mit//

// | fa(z)-f(z)|<e¢ V n=>ny,(¢) und V zeM.//

//84.5.2 (2601)Majorantenkriterium von Weierstrass//

//Vor:Sei Mc R oder Mc C und sei f,:M— C fiir neN gegeben.//

//  Sei |f,(z)|<a, V neEN und V zeM und ) a,<».//

n=I

//Beh:) |f,(z)| und ) f.(z) sind gleichmdBig auf M konvergent.//

n=1 n=1

//(1302)Bsp:1.)V keN, anr=25 l/k%£l+2§ (—J———l/k) = //
y = k-1 S1.7.1

// 1+1-1/n 22 2 :?:zkonvergent//

n— oo S2.2.

//52.2.2 (1301)Vor: (a,) R monoton und beschridnkt Beh:d %}g a.//

# Mit S5.4.1 Bew Y log(l+—) auf [0,o)
n

n =L

# gleichmédBig konvergent gegen eine auf (0,w) differenzierbare Funktion

# ®Vor S5.4.1 (.) ok:x€[0,©), d.h, x€[0,c] V ceR, =

(fn)=Z: lOg(l+n—X2):I—>R V neN, I=[0,c]cR//
# ®Vor $5.4.1 (..) ok: f£,=) log(l+x/k?) =

k=1
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f. = L1 v (1ix/ko) z 0 =

§5.1.61a),b),2.),Folgerungend.) 1+x/k? k2 Folgerungen4.)

f.auf I differenzierbar V (1+x/k2)>0 d.h. V x>-k2 d.h. V & >0

€[0,0)
# ®Vor S5.4.1 (..) ok: V x€[0,c] gilt
X 1 1 X 1 < 1
# £f)'’'= _— = —_ — V x€][0,c
() ,;:: l+x/k> k> 2 kP +x xéokZ:: k> 10 el
n 1 \ n n
# y Lt Ay sty Loyl = 5=
] k* +x 1+ x 4+ x n +x\\ 1+ x ] k™ +x ] k2 (1302)Bsp:l.) S§2.2.2
71 1 \,\\_> , :
# Z: 2 konvergent = (£.) o (£) (f Grenzfunktion)
k=l +x AN
o}\ O o0
# ® Vor $5.4.1 (..) ok: x*=0:(f,)=23 “og(l+—)=2 1log(l)=0 konvergent
n=1 N n n=l
Vor,f:;/z‘i/lt n < \\
# = (fn)=2§ log(1l+—) konvergiert ayf I=[0,c] gleichmafig und //
S55.4.1 n=l n \\
# Grenzfunktion f(x)=1iMf (x)=1im ¥’ 1og(1+i2\)
n— o n— o ~ n \\
# ist auf I differenzierbar: AN
AN
- : Cx 1 Cx x & 1
# £ (x)=11m ( "y =1im =(lim log (l+—))’=
n— o f n— o kZ:: k2+x n— o nZ:: el n2 kZ:I' k2 +x
# 2: log(1l+x/n?) auf [0,o) nicht gleichmaRig konvergent

n=1
//S4.5.1(2601) Funktionenreihe Cauchy-Kriterium fiir gleichm Konvergenz//
//Vor:Sei McR oder McC, f,:M— C fiir neN gegeben.//

//Beh: (f,(z) 7_, konvergiert gleichmdfig auf M (gegen Funktion f (z) :=M—-C)

=1

// < Y&>0 3d ne=ny(e) (unabhédngig von z€M) mit |f,(z)- f.(z)]|<e V n,m>n,(¢)

#Bew: |f.(z)-fa(z)|=1) log(l+x/k?)-) log(l+x/k?)|=| 3 log(l+x/k?) |
k=l k=1 k=n+1

# Z.z. 3 £€>0 V NER, I x€[0,0), I keEN k>n+1>N = |log(l+x/n?)[>&

i Wahle € =log 2, Sei NE€R, beliebig. Wahle x=2N?, n=N,

# dann 1+x/k?=1+ 2N =3>2, |log(l+x/k?)|>¢€&

N2
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A5.6.6 Bestimme alle x€R, in denen die folgende Funktion
differenzierbar ist und bestimme dort die Ableitung
e’ x<-2m
cosx e - 27w <x <m/2
Arsinh x ﬂ/2<x<2\/€
log(x +5) 246 <x
Hinweis: Zeige Arsinh x=log (x+.x2 + 1)

f(x)=

//(2531)Korollar S4.4.2//

//(..)sinh x: R-»R ist T und stetig, f(R)T%R d.h. er hat //

// Umkehrfunktion:Arsinh: R=RT und statig//

// (...)cosh x:[0,0)—=[1,00) istT und stet%g und surjektiv, seine //

// Umkehrfunktion Arcosh x:[1,0)—[0,0) ist T und stetig.//
//83.6.4(2150)Eigenschaften der hyperbollséhen Funktionen V ze C gilt://

O 2v+1

// sinh z=-sinh (- )=2§ ——5————, ungerade Funktlon, KR R= w//
o 2v + D!

//3.)cosh(z,+z,)=cosh z,cosh z,+sinh z; sinh az (Addlzionstheoreme)//
// sinh(z,+z,)=sinh z,cosh z,+cosh z; sinh zzy/ -7

// speziell:cosh?z-sinh?z=1// 4/

//D3.6.4(2150) Hyperbolische Funktionen//~” \

// cosh z:=1/2(e*+e®) V zEC(C081nq5/ﬁyperb®licus)//

// sinh z:=1/2 (e*-e?) V zEC(SEauéfhyperbolfpus)//

< |
Los:Arsinh x=y & x=sinh y R —R, I (Arainh : R—R I

KorollarS 4.4.2 KarollarS 4.4.2

e¥=1/2 (e¥+e¥)+1/2 (e¥-e¥)=cosh y+sinh v, cosh\y sinh?y=1,

e¥=\/1 + sinn?y+sinh vy

ehrsint x= 17172 +x, Arsinh x=log (x+.1 + x2) : —%R\

e™, cos x, Arsinh x differenzierbar auf R, \

e'*l differenzierbar auf R\{Q},

log (x+5) differenzierbar auf (-5,®),

fi(0), x <a /

J>(x), x>¢

f(x) differenzierbar yn a, falls f stetig in a und

£, (a)=f,' (a), d.h. )/im fr(0)- f@) _1ip /i) - f(a)

/e xX-a xoa X-a

-(-2m) — g 2 cos(z 271') —al-2nl

N

s =

Allgemein:f(x){ .f.,f, stetig differenzierbar,

=e’" = f stetig in -2m.

, /
(sin x—cos X

(cos xe“”L"* JQQs_xe~}L~% siiT X¥cos x)e*x—01,

—7

£ nicht differenzierbar in 0

Arsinh & x>0 = f ist nicht stetig in m/2 =

x—om/2 =r/2

f nicht differenzierbar in m/2

Arsinh x=log (x+1 + x? :;g 10G(2+/6 ++/1+24)=10g (5+2 /6 )

(cos xel*y 22 0
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log (5+x) :;@log(5+2¢§ﬁ = f stetig in 2./6
(Arsin x)’ ! (14— S
rsin x)’= = o
x + 1 + %’ 2\/1+x2 \/l+x2 x— 276
1 1
log(5+x))'= S =
(Log( )) S+ x5+ 2de
f nicht differenzierbar in 24/6
- et X < -2n
sinxe * - cosx e - <x <0
—-1(x=0")
- sinxe" + cosx gf 0<x<n/2
f7 (x)= -1(x=0)
1
0<x <2J€
2+ 1
1
2Jé< X
54+ x

f ist differenzierbar in R\{0,n/2,2+/6)

A5.6.10 Berechne die folgenden Grenzwerte
log(l + &%)

V1 + %’

//85.2.8(2850)Grenzwertregeln von de 1’Hospital//

a) lim

X— 0

//Vor:Sei -w<a<b=<ow,

I=[a,b)c R. Die Funktionen f,g:I—> R seien //

'

// differenzierbar auf I und g’ (x)#0 V x€I. 3 A: —IH?» o0 S/
//Beh: Gilt (.)%}glf(x) i}glg( )=0 oder (..)%jgllg(x)|=w so//
. ; £
// lim S &) lim /&) 5 _1im £ (MER, A=, A=-00)//
P g(x) b g(x) gt (%)
1
1-e” R
Los: lim09L*e) = q4p l+e’ 3 e
e 14 2 ss28 02 1-2x X 0
241+ x? )
XZ
et - 1- xe'?
p) lim =
X
s k s k 2 3 0 k
x x° x X
.. : -1-x X+—+—+ > —- (x- —)
LSS —lgf(}kz:;k! éz Erslim T Ty T g T g Zz“(k =
x’ x3
3 3 3 3
X X 0 k-3 0 k-3 X X 0 k-4 0 k-4
Im ( 7~ ¢ + x - X yolim (2T ¢+ X - I
o | . é K= 2P k- o (L6 8 Xé A Xé k-1t
x x
1 1_1
6 8 24
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C) lj_m (tan X)tan 2x.

x—= /4
LéS . llm (tan X) tan 2x_ llm elog(tan X)tan 2x_ llm etan 2x*log (tan x) _—
T oxomn/4 x—om/4 x> m/ 4
log (tan x) —
. lim v
NR: x—omn/4 - d'lHosp lim log(tanx)=0= lim 1/ tan 2x
x—=n/4 x-m/4
tan 2x
1 1 1
1im tan x cos?3x _ lim sinxcosx _
x—om/4 1 1-2 x> m/ 4 2
(tan2x)* (cos2x)? (sin 2x) 2
1im sin?*2x 1 1
x>n/4 . 2sinxcosx - 1

llm (tan) tan 2x=efl.

x— /4

x(sin3x) (I - cosx)

d) lim
et I+ +41- x3-2

L6s: . —lim xsin® x(1- cosx)(1 +cosx)(\/1+x3 +/1- x3 +2) _
20 (14 x3 +4/1- x% - 2)( +cosx)(W1 +x3 ++/1- x* +2)
_qim . xsin’ x(W1+x3 +41- 22 +2) g xsin’ x(W1+ X3 +4/1- X +2)
20 (Tacosx)((W1+x3 ++/1- x3)> - 4) *70 (1+cosx)2(W1+ x3~/1- x* - 1)
1im xsin’ x(V1+x2 +41- 2 +2)W1+x°V1- x° +1) _
0 A+ cosx)2(W1+x31- X3 - DI +x341- x° +1)
1im xsinsx(\/l+x3 +\/1- x’ +2)(mm+l):

%0 (1 +cosx)2((1+x*)(1- x*)- 1)
1im xsinsx(\/l+x3 +\/1- X +2)W1+x 1= x° +1) _
%0 (1+cosx)2((1- x° - 1)
1ig xsin’ x(V1+x° +41- x° +2)1+x°V1- x° +1) _
20 - (1+cosx)2x®
~(sinx)’ (142 +41- ¥ +2)W1+x°V1- 22 +1)
Lim [ x - 2(1+cosx) =-2
-1 S22
lim SIRX_1jp COSX 4
x—0 % x—0 4
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