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Zeige durch Induktion iber n:Ist f auf einem Intervall I n mal

differenzierbar, und ist die nte Ableitung von f die Nullfunktion, so

ist £ ein Polynom vom Grad hochstens gleich n-1

Sei f mindestens (2n+l)mal stetig differenzierbar auf (a,b)
fur ein neN und gelte fir ein x.€(a,b):

£ (%) =f"" (x0)=..=£@ (x)=0, £ (x,)#0.

Zeige:Dann hat f im Punkt x, kein lokales Extremum.

Finde die Taylorreihe von f(x)=log x im Punkt x,=1 und
untersuche ihre Konvergenz.

Lineare homogene Differentialgleichung 1.0rdnung

Sei ICR ein Intervall, sei f:I-R stetig und sei

F(x):f f(t)dt fur ein x,€I. Sei y.,€ R.

X

a)Zeige: Die Funktion y(x)= ye™ erfullt die beiden Bedingungen

v (x)=f(x)y(x), V x€I, y(xy)=Yyo.
Man nennt die 1. der beiden Gleichungen eine lineare homogene
Differenzialgleichung 1. Ordnung ( und y eine Ldsung

derselben), wahrend die 2. auch Anfangsbedingung genannt wird.

zusammen stellen ein Anfangswertproblem dar.

b)Zeige: Ist y irgend eine Funktion auf I, die beiden
Bedingungen geniugt, so ist y(x)e™™ konstant, und durch
Einsetzen von x=x, folgt dann y (x)=y,e"®
SchlieBe aus a) und b), daB das obige Anfangswertproblem
genau ein Losung y besitzt..

Differenzialgleichung mit getrennten Veréd&nderlichen.
Seien I,,I,cR 2 Intervalle, seien f:I,—R und g:I,»R stetig
und sei g(x)>0 auf I,. Seien weiter F und G Stammfunktionen
zu f bzw g (also G streng monoton wachsend auf I,). Seien
schlieRlich x¢€TI;, y€I,.
a)Zeige: Ist ICI; ein Intervall und ist y:I—I, stetig
differenzierbar mit
v (x)=F(x)g(y(x)) VY xE€I, y(xo)=vo, (*)
so folgt

F(X)—F(Xw=:f f(t)dt=.[ y' (t) /g (y(t))dt=G(y(x))-G(y,) fir x€I.

Beide

Da G injektiv ist, kann diese Gleichung nach y(x)aufgeldst werden

und wir erhalten
Vv (x)=G (G (yo)) +F (x) -F(x0)) V x€I. (**)

b)Zeige: Ist IcI; ein Intervall und so, dass flr x€I immer
gilt G(yo) tF(x)-F(%x0) €EG(I,) und definiert man y durch (**),
so erfiillt y die Bedingung (*)

SchlieRBe aus a) und b), daB das Anfangswertproblem (*) auf dem in b)

angegebenen Intervall genau 1 Lésung y besitzt.
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A6.6.1 Finde die Taylorreihe von f(x)=log x an der Stelle x,=2
und bestimme ein Intervall, auf dem das Restglied r,(x)
gegen 0 konvergiert.

Lés:f’(x)=l4, f”(x)=——l—, f”’(x)=££,
x x? x>
£ (xy=C D"'(n-D! (2)=C D" '(n- D!
xn 2}’!
n x)
Fx)=Y T2 (xooymir,(x)
K =0 k!
(k+1) _ n | _ n n+1
LAX)=(X—2V”“£——J§L= x=2)"" ﬂf)qn' - = 2]
n+1)! E""n+1)! m+1 g
konvergiert fir }ié 1;31 < |x-2| <|E| falls x€[1,3],
§€[1I3]I X_Ze[_lll]l Xé 2€[Orl]r rn_>o
w k-1 _
f(x)=f(x0)+) cl & 1)!(><—2)k.
k=1 2k k!
, 1
Besseres Intervall: f(x)=1/x=——=) Xx-2=

2+ (x- 2 1+

2
(X;2‘<1, |x-21<2, x€(0,4)
k
2' x—2 n i (X k2)
/24 2 =1/2kj)(—l)k 2 gleichmafig konvergent
k( X—2 \k+1
|x—2|é f (x—2)" (_1)«7fﬁ
2 r<l, (—l)k 2k ax~ k+]_
-2
. . —1) X k+1
i g LI
f(x)-f(x0)=x £’ (x)dx, £(x)=f(xo)+k=1 k+1
. (1T
2 2 &
=f (x) + k=1 k%2 fur x€(0,4), gn(x), gn(x) a", 0<a<l

= gleichmaRig konvergent, a,x"<a”, a<l

A6.6.2 Lose folgende Anfangswertprobleme
Bestimme insbesondere in Teil b) das Intervall, auf dem y(x)
wirklich definiert ist.

y'(x)=tan x*y(x)

a)
y(0)=2

b) y'(x)=sin xxe’™
y(0)=1

A6.6.3 Zeige durch Induktion iber n:Ist f auf einem Intervall I n-
mal differenzierbar und ist die n-te Ableitung von f die
Nullfunktion, so ist f ein Polynom vom Grade hédchstens
gleich n-1.
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A6.6.4 Sei f mindestens (2n+l mal stetig differnzierbar auf (a,b)
fur ein neN und gelte fir ein x,€(a,b):
£/ (x0)=£"" (x0)=..=£9" (x0)=0, £ (x,)#0. Zeige:Dann hat f
im Punkt x, kein lokales Extremum.

A6.6.5 Finde die Taylorreihe von f(x)=log x im Punkt x,=1 und
untersuche ihre Konvergenz.

A6.6.6 Lineare homogene Differentialgleichung 1.0rdnung
Sei IcR ein Intervall, sei f:I—-R stetig und sei

F(x)= | £(t)dt fur ein x,€I. Sei schlieBlich y,€R.
Xo

a)Zeige: Die Funktion y(x)=f(x)y(x), V x€I, y(x¢)=y,. Man
nennt die 1. der beiden Gleichungen eine lineare homogene
Differenzialgleichung 1. Ordnung ( und y eine Ldsung
derselben), wahrend die 2. auch Anfangsbedingung genannt
wird. Beide zusammen stellen ein Anfangsproblem dar.

b)Zeige: Ist y irgend eine Funktion auf I, die beiden
Bedingungen geniugt, so ist y(x)e™™ konstant, und durch
Einsetzen von x=x, folgt dann y (x)=y,e"®
Schliefe aus a) und b), dass das obige Anfangswertproblem
genau ein Losung y besitzt..

A6.6.7 Differenzialgleichung mit getrennten veranderlichen.
Seien I,,I,cR 2 Intervalle, seien f:I,»R und g:I,»R stetig
und sei g(x)>0 auf I,. Seien weiter F und G Stammfunktionen
zu f bzw g (also G streng monoton wachsend auf I,). Seien
schlieRlich x¢€I;, y€I,.
a)Zeige: Ist ICI; ein Intervall und ist y:I—-I, stetig

differenzierbar mit
v (x)=F(x)g(y(x)= VY xE€I, y(x0)=Yo, (*)
so folgt

X

F(X)—F(Xw::f f(t)dt::f vy’ (t) /g (y(t))dt=G(y (x))-G(yo)
Xo X0

fir x€I. Da G injektiv ist, kann diese Gleichung nach y(x)
aufgeldst werden und wir erhaltwen
Vv (x)=G (G (yo)) +F (x) -F(x0)) V x€I. (**)

b)Zeige: Ist ICI; ein Intervall und so, daB fiir x€I immer
gilt G(yo) tF(x)-F(xX0) €G(I,) und definiert man y durch (**),
so erfillt y die Bedingung (¥*)

SchlieRle aus a) und b), daB das Anfangswertproblem (*) auf dem in b)

angegebenen Intervall genau 1 L&sung y besitzt.
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