2.(1200) Kapitel Konvergenz von Folgen und Reihen

K steht im Folgenden immer fiir R oder C.

Bez:Eine Abbildung ¢: N—»lg} heiBt lhﬂiﬁ?e] Zahlenfolge {(”ﬂ wobei

[Z”:d)(n)} neN bzw N,.

a=¢ n)
2.1(1200) Konvergenz und Grenzwert

D2.1.1(1200) Eine Folge (z,)=(z,) f<:K heilt konvergent < 3 zeK, sodass

gilt V &>0 3 ne=ng(e)€N mit |z,-z|<e V n=n,.

Dann heiRt z der Grenzwert oder Limes der Folge (z,).

Eine Folge heifBt divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Eine konvergente Folge mit Grenzwert 0 heiRt Nullfolge.
Formulierung zu Nullfolge:

Eine Folge (z,) in K heiRt eine Nullfolge, falls gilt:

Ve>0 3 NeR, V neN: n>N = |z,|<e.

Ist dies der Fall, so sagen wir auch, dass (z,) gegen 0 strebt oder

gegen 0 konvergiert, und wir schreiben lim z,=0 oder z,—0 (n—wo).
n-=>oco

Eine Folge (z,)heiBt konvergent, wenn ein z€K, existiert, fur welches
die Folge (z,~z) eine Nullfolge ist. Ein solches z heiRt dann
Grenzwert der Folge: z, ? z < (z,-z) ist Nullfolge fir (n—owm)

n->o
Wir schreiben dann auch lim z,=z oder z, 2 z
n-o n->o

Wir nennen die Folge (z,) beschrankt, falls es ein KeER, gibt mit
|z,| <K V neN

Bez:a)z=lim z,, z, 2 z

n-o0 n-»oo

b) V nEN sei eine Aussage A, festgelegt. Wir sagen dann:
(.)A, gilt fur fast alle n, falls ein n¢eEN existiert, sodass
Ay YV n=n, richtig ist (Bsp Konvergenz Def).
Andere Formulierung:
A, gilt fur fast alle neN: & A, gilt fur V neN mit
hoéchstens endlich vielen Ausnahmen.
(..)A, gilt fir o viele n, falls |{neEN| A, ist richtig}|=w

1/n falls n keine Quadratzahl

Bsp:a.= 1 falls n Quadratzahl

Bem:1.)Fir ein a€R und &>0 heilt Intervall Ua) :=(a-g, ate)

1200



eine ¢ Umgebung von a

¥ % ! I I X X X, # a—s,a+8¢UE&ﬂ

a, 2 a © V &0 3 ne=ne(e) EN, sodass a,€U:(a) V n=ny;d.h.:
n->ow

a, € Ug(a) nur fiir endlich viele neN e

V £€>0 liegen nur endlich viele a,€U.(a)

(auBerhalb der & Umgebung von a)

Bsp: a; a, as ay as
52,51,25 0,625 0,3125 ...

1 0,3125 -1
| | Ll / ! |
i i R |

2,5 1,25 0,625 0

a1, @z, a3¢U; (0)

U€ (zy) :={z€C:|z-z,|<e} (£>0,z,2,EC) Kreisscheibe heibt
g-Umgebung von z, in C. Damit gilt:

z,—7Z, (n—®0),z,c C  Ve>0 I ny=n,(¢) EN Zo
mit z,€U.(zo) ¥V n=>n,(e) | z—2z,]<e
V e>0 gilt z,€U.(z,) fur fast alle neN
V e>0 gilt z,€U:(z)

(auRerhalb der & Umgebung von 2zy)

nur fir endlich viele neN

Fiur (z,)<C, z€C gilt z, @ z & V e>0 gilt z,€U.(z) fur fast alle

n->ow

neN. Ve>0 gilt z,€ U.(z) nur fur endlich viele neN.

2.)Fir (z,)cC, zeC gilt Ilm z,=z < lim (Re z,)=Re z A lim (Im z,)=Im z

n->w n— o n->o
Bew: |Re z,-Re z|, |Im z, -Im z|=Z|z,-z2| =<
|[Re z,-Re z|+|Im z, —Im z|

3.)Eindeutigkeit des Grenzwerts konvergenter Folgen.

Aus lim w,=w und lim w,=z = w=z, oder andere Formulierung
n->oo n->oo

w, @ w und w, @ z = w=z
O O
n->oo n->oo

//81.2.1 (406) Vor: K angeordnet, a,b€K 5.)a=0 < |al|<e Ve€K mit &>0//
Bew:V ¢>0 3 no(e)eN: |w,~w|<e V n=n,
V e>0 3 n;(e)eN: |w,—z|<e V n=>n,

n2=max[n1,n0] = |w-z|=|w-wytw,— 2z | < |w,~w|+|w,—z|<e+e=2¢ V n=>n, (g)
= lw=—z]=0 = w=z
§1.2.1.5.)
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Andere Formulierung:

Eine konvergente komplexe Zahlenfolge besitzt hdchstens einen
Grenzwert, d.h., eine konvergente Folge besitzt genau einen

Grenzwert.
Bew:Annahme z®,z" sind 2 Grenzwerte einer konvergenten Folge.
V e>0 3 ng)(s)ENzlzn—z“”|< € V.nan), i=1,0

Izm)—z“)ls|zm)—%|+ |zn—z(”|<8
<e/2 (Def) W
W anax{ném (e/2), J’(E/Z)} ist

V e>0 e>|z29-z0 > |Re(z2®)-Re (z?P) | = Re (z9)=Re (z?)),

analog Im = z@=z®),
Bem:z,,z,€ C sind gleich & V &>0:|z,-2z,|<¢

4.)Eine Nullfolge ist konvergent; ihr Grenzwert ist gleich 0
Bew: Ist klar nach Definition der Konvergenz.

5.)Beh.: lim x,=x#0 = 3 n,eEN V n=nq: x,#0

n->o
Bew:Seil e=|x|= d ny: V n=n, gilt |x,-x|<&/2 und wegen
| %ol =1 x+x,=x = x- (-%,) +x) | Z [ x| - [ x-X,|=| x| - |x,—-x | =e/2=|x|/2#0 =
Beh
6.)%,, vo€R. lim x.=x, lim vy,=y, x,<y, V n=n, = x<y
n->o n->w /

Bew:Wir zeigen folgende stérkepé Aussage: Ist x>y, so folgt x>y,
fur alle groBen n. Dazu sgi e=x-y gesetzt. Dann gibt es ein NeR,
so, dass V n>=N gilt |x—§gw$/2 und |y-vy.|<e/2 =
Xp~Ya= X—y = (| x,—x [+| y #y |)>0 V n=N 227272727

— W
— 7w_4
¢ <£ / <£
2 / 2
*Andere Formulierung: )/
d=|x-y|,e<d/10, Anfiahme:y>x = y=x+d
U={ueR |x- d/10<u<x+d/10}, K/ T~ -
O={o€eR|y- d/lO<d<y+d/10}—{o€R|x+d d/10<0=<x+d+d/10}=
{o€R|x+9d/%®<o<x+lld/10} = o>u V o,u
V n>ng(g) 1 | x,7x|<e<d/10 = x-d/10=<x,<x+d/10 = x,€U
Y n>ng(e) : |ya-y|<e<d/10 = y-d/10<y,<y+d/10 = y,€0
2 Yo>X, Wﬁderspruch = x>y
o>u
< 5 >
e £/2 . &/2 L, €/2 Lo €/2
J—F 3 I
PN PN
BSp far |Xn_X| |Yn_Y|
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7.)Sandwhichsatz
(x7),(x,)und (y.) Folgen in R. Dann gilt

Seien
lim ¢+ =1im - = - + lim -
o X =10 X, =X und x , <y,<x, = T YaTX.

Bew:Zu ¢>0 3 NeR, so, dass |x, -x|<¢ V n>=N gilt =

| yvo—x|<¢ und daher folgt die BReh.
8.)Eine Folge komplexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn die
Folgen der Real- und Imaginadrteile beide konvergieren.

Bew:Seien z,=x,+1y,€C fir n=>1. Sei angenommen, dass (z,) gegen

z=x+iy konvergiert, also (z,~-z) Nullfolge ist

= (x,-x)und(y,~y)sind Nullfolgen.
Umgekehrt folgt aus der Konvergenz von (x,) und (y.) gegen
x bzw y, dass (x,-x) und (y,-y) Nullfolgen sind, und dann folgt,
dass (z,-z) ebenfalls Nullfolge ist, d.h.

dass (z,) gegen z konvergiert.

Andere Formulierung:
Fiir eine komplexe Zahlenfolge z, gilt

(.)z:—z (n>w) = [z,|=]|z] (n—x)
Bew: €>|z, -1z =|lz.l=-12]] Vn =ng(¢g)

(..)zr—z(n—>w0) < Re(z,)—Re(z) (n—>®) und Im(z,)—Im(z) (n—w) oder
Fir (z,)cC, zeC gilt lim z,=z <
lim Re(z,)= Re z und lim Im(z,)=Im =z
welche konvergent

Bem:Insbesondere hat eine reelle Zahlenfolge,
ist (gemaB unserer Def) einen reellen und eindeutigen

Grenzwert
Bew: %"= e¢>|z,—z| =2|Re(z,—2) |=|Re(z,) -Re (z) |

Analog Im
4=z |?=Re?(z) +Im? (z) <2max{Re?(z),Im’(z) }=2max{|Re(z) |, |Im(z) | }?

Vn >n, (g)

|z|<+V2max{|Re(z) |, |Im(z) |}, €0 gegeben
| 2,-z| < V2 max{|Re (z,~2) |, | Im(z,~2z) | }.

&€ & !
7Zu — >0 3 n;:|Re(z,-2) |<—= Vn=>n, (¢) {4 c
72 1 7oTE

& !
dn,:|Im(z,-2) |<—= Vn=n,(e) = /| b

V2

| (zo—2z) |<e Vn=max{n;(g),n,(e) }=:nq(¢) . c?=a’+b’<

2max {a’+b?}

9.)Divergenz:V z€C 3 >0 V n,(ee)eN 3 nZnO:M%—£|Z£.

Bsp:l.)a,:=a V neN= a, 2 a
n->ow
la,—a|=0<e Ve>0 ny(e) beliebig

2.)a,=1/n neN

e>0 3 no: ne>l/e (z.B. ne=[1/e]+1>1/e) V n=n, n>1/¢,1/n<e = aﬂ‘j 0
n->oo
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3.)Sei x€K, [x[<1, a,=x", n€N, dann a, 2 0

n->oo
//81.5.6 (715)x€R, x>-1, ne€N; (l+x)" >1+nx, ,=" & x=0" n=0" n=1//
Bew:Seli x#0, |X|=L<l, mit h=i—l>0 = (1+h)" =21+nh
1+h x| S1.5.6
= |x|"= 1 < 1 < 1 —ll e>0
(1+h)" — 1+nh nh  hn T
Wahle no:=[L +1 > ——<g = L<e V n>n,
he no hn

n
1—x 1
4.)a=, x'= , IxI<l = x| > 0 = a, 2

v=0 1—x aus3.) n->o n;oo 1=x
o0 n+l
an=Z z”=1 z fir zeé C, z#1, neEN,
v=0 l1-z
z=1 = a,=n+l1—-w
|z|<1l = |z"-0|=|z"|=]|z]|"—=0 (n—w) fir |z|<1 =
ap—

1 (n—o0), a,—a = a,—ap,1=z"—a-a=0 & [z|<1
—Z

2_
5.)an=§'—1, a=1?
n“+n—1
Sei e€>0.Wahle ngy(e)>1/g, ny(e)€EN,

2 e e e _——
|571— = | > n == n (n groB) < — =1/n<e
n“+n—1 n“+n—1 n“+n—1

6.) b,=z" |z|<1 = b,—0, |z|>1 = |b,|—>®

|z |=1 |z|=1, Ann. 3 b:=lim b,, |b,I=1 = |b|=1
n->ow
f\\w A

= b#0 = z= =1 Lb/b=1
\J Zn bn
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A2.1.1

2(2+1)
a,=(1+(-1)?) (-1) 2 =-2
3(3+1)
as=(1+(-1)% (-1) * =0
4lav1)
a;=(1+(-1)%(=1) ? =2%*1=2
a,=0 fur n=1,3,5,.. 2k-1, keN.

a,=-2 fur n= 2,6,10.. 4k-2 keN.
a,=2 fur n= 4,8,12.. 4k, keN.

(.) Zu zeigen anbeschrankt
Los: T~
//81.2.1(406) 8.)||a|—|b||STaipJS|a|+|b|//

n(n+1)

lanl =11+ (=1)"| | (=1) * |=]1+(-1)"] < 1+1=2

S1.2.1
(..)inf, sup (an)aen?
(4 k(4 k+1))
Los: (azk-1)xken=0, (a4x) xen=2 ((—1)) : =2,
(4k—2)(4k-1)
(82 (2x-1) ) xeN=2 ((—1)) : =2 (=1) #h kb =_7
= (a,).eN beschrankt = 3 inf & sup von (an)nen-
D13.1

(@n) neN= (@2k-1) xeNT (34x) xeNt (22 2x-1)) keN = 1InE (@) nen=—2=a;, sUp (a,) neNn=2=3a,.

b) Zeige die Konvergenz und berechne den Grenzwert der
Folge (x,) mit x,=(n-1)/(n+1)

Nullf
——

<. 1lim _1-1/n
LOs: 12y %= T

—
Nullf
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A2.1.2
Untersuche nachstehende
Konvergenzdefinition:

Folgen

(.) an=—
n"+3
Los:Wir zeigen lim a,=1. Sei &>0 baf.
n-=>oo
. . 3
Dann gilt fir n=ng(e)=|—]| +1
€] w_
2 2 R
la,—1]=] 2” —n2+3|= 23 S%siq E<8©n>l§]+l
n“+3 n°+3 n“+3 n n n €
1 ¥ n?
L) an= — V-
e Zzll 2n+1
L(_js_a_n(nﬂ)_ n>  (n+1)(2n+1)-2n"> 2n%4+3n+1-2n> _
" 2n 2n+1 2(2n+1) 2(2n+1)
Sn+1 . Wir zeigen lim =3/4. Sei &>0 baf.
4n+2 n->oo
Definiere ny(€) := ; +1. Dann gilt V n>ng(g) :
3l o |2(3n+1)-3 2m1g| _|6n+2—6n-3]
4n+2 4(2n+1) TS<_4(2n+1)
~A
1 < 1 l<8<:>n>—<:>nzl+l
4(2n+1) = 2n+1 € 3
A2.1.3

a) Es sel |z|<1l und (z,) iﬂ definiert durch z;zzz kz*.
k=0

Untersuche

= k=1 j=1 j=1 k=j j=1 k=j v=k—j
k
+1
Zjl_sz -
1-z
=0 -0
n n n—1 n+1 _.n n S0
zzzjlzz zzv_nzzz 1=z nzzn
-z o o1 1-z -z 5 1-z 1-z 1-z 1-z (1-2z)
.= D S
D) (Sa) nen: ;g; (3k—2)(3k+1)
.. 1 A B
Lbs: Ansatz V keN (%—3Bku):(ﬂ—a'+mku) < 1=A(3k+1)+B(3k-2)V keN &
=k (3A+3B) +A-2B V keN = 3A+3B=0, 1=A-2B ¢¢1A—-§, B
unabhéngigvon k
1
(3k—2)(3k+1)
1 _1 11
(3k—2)(3k+1) ~ 3 ((3k72) (3k+1))
1 X 1 1

Teleskopsumme Sv=73 g; ((%_2 ~ Gkel) ) =

1 1 1 1 11 11 _1 1 —

3 [(1 4)+(4 7)+' (Sn—5 3n-2)+(3n—2 3n+1 )] 3 ( 3n+1 ),H.w
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n n n
3 o1 1 1 B
Los:(sn>neN:=kZ1 (~1) (5 )= 2 (m3)"= D (5 ) Hl=-1-

A2.1.4 Gegeben sei eine Folge (a,) -« , a,=0, lim a,=a.
n =1 n->ow

Beweise, dass dann lim \/a_n=\/a gilt.
n-=>o

Bew:Es gilt %i{cﬂ an=%;lg} la,l=a, d.h. V >0 3 ny(e) V nZno(s\) :la,—a|<e.

a—a
\
Wenn a,>0 V neN, dann ist auch a=o0. \/a -Ja= \/7+\/a \

Sei €>0 baf, dann gilt
V n>n, (s)_:=n0(82) : - - B
Fall 1: \/an +J/a<e = | \/an -Ja |<\/a ++a <e
Ja,+a W,

\
\
\
\

\
|a,*d|

Fall 2:4a, +Va=e = | a, - ¢a|¢ (_W |\/a+(|

_V_/
>0

|a,—d

<€
&

Andere Formulierung:

a= %}{B a—llmla I=]lal = a=0
Fall 1: a>0. Sei >0 baf, Wihle neN: |a.-a| < Jaxe
- —_——
liman:a £
n=>o
= |\/G | |a —al > |an—a| <¢ V n>n
—-n > >n,.
“~a T o wa = Va
Ja,z

Fall 2:a=0. Sei &>0 baf. Wahle n.eN: Ian—O|<£2 V n>n,.

&
= | a, -0 = a, <& = ¥ nzn,.
= V&0 3 neN: |\/a - J/a |<¢ V n=n, = lim \/a
Fall 1und 2 n=o

= Ja+va

A2.1.5 Seien P und Q Polynome, und sei Q(n)#0 V neN. Untersuche

die Konvergenz der Folge (xX,=P(n)/Q(n)) und berechne ggf ihren
Grenzwert.
m
Los:P( Z an®, a,#0, =Z b;nl, b,#0,
k=0 j=0
v i k
k—v an*
an k
P(n) =n_vk§6 ‘ _ ni=o 5 a,
om) n'w A | - = b
jZ:;‘) jn p=v zbknk u k—pu<0,pu>o u
k=0
u<>v—o? 227222222272°°22°7
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A2.1.6

a)Erganze: Eine Folge (x,) in K heiBt konvergent, wenn I x€K,
so dass V &>0...

Los: (x,) in K heiBt konvergent, wenn
d xe€K, so dass gilt V &>0 3 ne=no(e)e€N mit |z,-z|<e V n>n,.

b)Negiere die Aussage aus a)

Los: (x,) divergiert (d.h. nicht konvergent oder bestimmt divergent),
wenn V x€éK 3 ¢>0 V neR, 3 neN mit n>=N =|z,-z|<e.
(x,) divergiert (nicht konvergent)

+8*_T/_\_:\j"""" /ﬂ\""/\
T

c)Bestimme zu &€>0 ein N€ER, so, dass V neN:n>N = | ¥n -1 |<e

//A1.8.1 b) (1002)Zeige mit Hilfe der AGM Ungleichung fiur n,p€N mit//

// n=2p,dass {l/np <l+2p/\/H . Anl: Setze xj:\/ﬁ fir 1<j<2p //
Lés:ziel |Yn-1ll<e o VYn-1<e & Vn<l+e.
Yn>1

— W - 2
Bs gilt 1 <¥n=Vn' = 1+271 = o<in-1<=

S T T

A1.8.1 n

4 4
Es reicht (hinreichend) i<8 © n>— . Wahle N= |—2| +1.

Vn

n=1: Q/E=l+% V neN,n>N = |¥/E—l|<8

d)Bestimme zu KER, ein NeR, so dass V neN:n>N = Un'l >k
Los:Ziel >K © n!>kK* © n(n-1)...1>K*xK*...xK .
/n!

n mal
Es gilt n!_ n(n—1)...[n/2] >(%—1) nz

mehr als [n/2] Faktoren 57"

Es reicht (g—l) M2 SKr e

dann V¥ n>N n!>K" o Yn!>K

g—l) U2 5% o n>2K%+2. Wahle N=2K2+3,

A2.1.7 Es sei a,=(1+1/n)?+1 V neN. Zeige direkt mit D2.1.1, dass
die Folge (a,) .., konvergiert.
Bew:Beh a,—2 (n—wo)

Ve>0 3 neN:|a,-2|<e V n<n,. Sei £>0 baf, widhle n,=[3/¢]+1 =

ny>3/¢e V n=n,.
2 2
Ian2|_|(ﬂ+1) 4oy MF2AHIM 2 L1
n n n o

SN

1
2

n

vV

n

D2.1.2(1209) Eine komplexe Folge (z,) aus C heiBt beschréankt:e
3 K>0 mit |z,l<K VneN
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S2.1.1(1210) Geg die Folgen (x,) und (y,) in K. Dann gilt:
a)Ist (x,) Nullfolge und gibt es Ce€R, und n,eN, so dass V n>n, gilt
|yval <C|x,], dann ist auch (y,) eine Nullfolge.
Bew:Zu &¢>0 3 NeR,, sodass V n=N gilt |x,|<¢/C, und dann gilt auch
| yn| <C|x,|<C*g/C<g, wenn nur n=>max{N,ng}

b)Ist (x,) eine Nullfolge und ist (y,) beschrankt, so ist (x.y.)
ebenfalls eine Nullfolge
Bew:Ist |y.| <K V neN, so ist |x,v.| <K|x,| V neN und mit a) folgt
Beh

c)Sind beide Folgen Nullfolgen, so ist auch (x,ty,) eine Nullfolge.
Bew:Sei €>0. Nach Vor 3 N,,N,€R,, fur die |x,|<e/2, bzw |y.I<e/2 gilt,
falls nur n=N,,bzw n=N, ist.
Nach Dreiecksungleichung ist [x,ty.|l<|x,|+|y.l<e, falls
n=max{N,,N,} woraus Beh folgt.

d)Ist (x,) eine Nullfolge und ist meN, so ist auch Y|x,| Nullfolge

Bew:Sei €>0. Nach Vor 3 NeR,, sodass |x,|<¢™ ist, falls nur n=N.
Daraus folgt die Beh.

A2.1.8
a)Beh:V peN gilt 0<x,=yn’ -1 > 0
n=>w
//A1.8.1 b) (1002) Zeige mit Hilfe der AGM Ungleichung fiir n,p€N mit//

// n=2p, daB Vnp<l+2p/¢ﬁ. e
Bew:Nach Al1.8.1 b) ist O<xg:2p/¢n,woraus die Beh folgt.

[
Nullf

b) SchlieBe aus a), daB lim Vﬁzl gilt

n-=oo

Bew: p=1

A2.1.9 Beh:V x€K mit |x|<1l und jedes peN ist (nfx") eine
Nullfolge.

mit y=(1+e/2)/ (1+e)<1. (Aus 1/|x|=1+e, |x|"=1/(1l+e)")
Daraus folgt die Beh.
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A2.1.10

a) lim X _0 V xeR.
n-o n!

//A2.1.6 d) (1206) Bestimme zu KER, ein NER, so daB V nEN:n>N = i/n >K//

n n n
Los: |X—|=m=(ﬂ) <g" 2 0 falls |q|<l. Es reicht

n!l"  nl! Vi

X N
=L <g€(0,1) V nzn, & Vnl>|x|/q wie in A2.1.6 d,

n->ow

n!
wahle 1r10=2(u )2+3 mit g€ (0,1) beliebig V neN, n>n, =
q

X X

||Sqﬁosu5q“-) 0 = Beh

n! nto e

Andere Formulierung:
/] R . I R | -
X,=x"/n!. |x,|=|x|"/n!= 1 2 "o Sei m>|x| oder m>2|x|, so

X
ist u<1/2, also ist fur n=m
m

m—1 n
| %, | < Hlik| IT 1/2=c (12—
k=1 —

k=m <1
| —
c —)O(n-)oo)

1ip 3" —5nu+1

b)
T 2x3"4n 42

=1/2

//A2.1.9 Beh:V x€K mit |x|<1 und jedes p€E&N ist (n*x") eine //
//Nullfolge. x"n*—0 fir |x|<1 V peN, x"-0, |x|<1.//

Lés: —lim 1—(1/3)"5nu+(1/3)"

" 24(1/3)" n°+2(1/3)"
(1/3)"n°-0,

=1/2, da (1/3)"™n*-0, (1/3)"0,

c) lim ?/ax”+ﬁy” =y, (0<x<y, ao,p>0)

n-=>oo

//A2.1.8 a)Beh:V peN gilt 0<x,=\nP —1—0 (n—w)//
Los: Py*<ax" +py°< (a+p) y* (x<y, x*<y" = ox"<pfy”) =

>0
YB y< Vax"+py" <y ¥(a+B) . pa YB—-1 und Y a+p—-1 =
Beh mit Sandwichsatz

d) lim  +n'+3n -n=3/2

n=>w
n2+3n—n’ 3n 3

Los:= = =
vn2+3n+n  Jn +3n+n J1+3/n+1

—3/2
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(x,=1/ (a+nb)) eine Nullfolge,

A2.1.11 Zeige: V a€R und beR\{0} ist

auRer wenn -a/beN ist
(dann ist x, nicht fiir alle neN definiert: a+nb=0 < nb=-a & n=-a/b)
Los: |1/ (a+nb) |=|x,1<e & |a+nb|>1/¢
1/e+|a|

Inb|-lal=n|bl-lal>1/¢ © n>

latnb|=]lal-Inb|| = b

n grof8

1/$+|a||
b

+1
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