2.4(1500)

In D2.4.1' und D2.4.1"'
Beginn mit D2.4.1':

werden HW
D2.4.1'"’

Haufungswerte (HW) von Zahlenfolgen

definiert.

wird mit Hilfe von D2.4.1’

Satz bewiesen.

Beginn mit D2.4.1'"':

D2.4.1’ (1500)
1.)Sei (z,).enc C.

zeC ist HW von (z,)

D2.4.1’ wird mit Hilfe von D2.4.1'’ wie ein
Satz bewiesen.
< 4 Teilfolge (z, )von (z,) mit limz 6 =z

Bem:Falls z,—z,

Bew D2.4.17aus D2.4.1'"7:

z ist HW von z, =

Ve>0 gilt z,€Uc(z) fiur o viele neN

\s
e=1/k, keN...

Andere Formulierung:

Genau dann ist z€K Haufungswert

wenn eine Teilfolge von
Bew:Sei z ein HW.
¢ (n)eN, fir welches
oBdA annehmen,
ist aber (X¢wm))

d.h.konvergent,

Zu e=1/n,

daB ¢ streng monoton wiachst.
die gewiinschte Teilfolge.

so besitzt sie nur 1 HW.

=
——
D2.4.1”
dz, €U, (z), VirdDVe= 2z, > z
k L (R
k n-o

(HW) einer Folge
gegen z konvergiert.
mit ne€N,
| Zoy—21<1/n ist und wir kdnnen
Dann

(zn)
(zn)

wahlen wir ein

ist klar nach Definition der Konvergenz.

2.)x,€R heiBt Hiufungspunkt (HP)von M:e V £>0 ist MNU . (x,) #9Q.
siehe auch 4.1 Seite 2201
# z€C heiBt Haufungspunkt (HP) von (z,)..ncC e
# 3 (z, )xnen: z, #z V k€N & z, > =z
k k k inat
# aquivalent
# V ¢e0 3 o viele neN: z,#z & z,€Ue(z)
# daquivalent
(o)
# V ¢>0 ist MNU ((xq) #0.

(o}

1500

wie ein

aus K,

Die Umkehrung

k=



#Beispiel fiur Folgenhadufungswerte:

1
# M=(a).ni=in’ falls n gerade ,

1, sonst
#Haufungswerte (HW) nach D2.4.1 1.)
#HW 0: V >0 gilt a.,€U:(0) fiir o viele n
1: V e>0 gilt a,€U:(1l) fur o viele n
#Haufungspunkt (HP) nach nach D2.4.1 2.)

° 1 1 1 °
HP 0: V &>0 ist MNU .(0) #@, .B. &= —, =—€EM & —€eU,(0) =
# ey 18 (0) 2-5- 17 ST g3 43 ()
o \ 1
MNU | (0)#@, weil V neN 3 m>n > — <=
= \ n, n
# daquivalent \
\
# V ¢>0 3 o viele neN: a,#0 & a,€U€ (0)... f% ,fg,...
(o)
#1 nicht HP von M: da z.B fir a,€Uco,:(1) V neEN = MNU,:(1)=0 V &>0
# aquivalent
# d keine (an ) k,neN: a, #1 V keN ¢ a, = 1
k k k inat

k=0

D2.4.1’'" (1501)

Sei (z,)c K. Ein z€K heift Haufungswert (HW) von (z,): <
Ve>0 gilt |z,—-z|<e fiur unendlich viele neN <

Ve>0 gilt z,€U:(z) fur o« viele n.

(Bew der Verbindung D2.4.1'’ aus D2.4.1")

n->o
Bew:“=" z ist HW = I Teilfolge (z, ) von (z,) mit (z, ) = z,
D2.4.1' " 8

= V &0 d no(e): 1z, -z[<e V n=ng(e) =

n

| za—z | <€ fir mzvv[),vv R o viele
nyle nyle +1
Y (*)VY e>0:|z,-z|<e unendlich oft.
e=1 My={n=1:|z,-z|<e=1}, I n;=min M;
(wegen (*) M;#@ d.h. M;c N hat min)
e=2"1 :M,={n=n;:|z,-z|<1/2}, 3 n,=min M,

(nach (*) gibt es o viele Indizes: M,#7@ d.h.
M,c N hat min)
1 1
=—— :M ,;= > : n— < — 3 =minM .
€ 741 ={n=n | zn—2 | £+1}, n ,=minM 4,
(nach(*) gibt es o viele Indizes: M ,,#©@ d.h.

M ;< N hat min

(z,) @ z =2 =z ist HW von (z,)
! D2.4.1'

Bem:z=1lim z, = z ist HW von (z,)

n->wo

Bsp:1.)a,=(-1)", neN, (-1)* 2 1, (=1)2t 2 -1, HW 1 und -1

n->o n->o
2.)z2,=(1)" Z2;m=1,24n = 1,20 = -1, Zu4s=-1, {(HW}={1,-1,1i,-1}
3.)a,=(-1)"(1+1/n)® HW e, -e
4-)an:(1+1/n)(_1)".n Aon 3 €, don+1 3 1/e
n->o n-=»oo

5.)a,=—n 3 —00
n-=»oo
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6.)a,=(-1)"n aon= 2 0, aons1™ :) o

-)

n->o n->o

7)a,=(-1)"——, HW={+1,-1}. Annahme: PB#=*x1, >0, P ist HW.

B-1=¢,. Iam—lISSWQ%:E%l- VY n>n, (¢) .

1/2, n=2m+1
£/2, n=2m

8.)a,=(1+(-1)/n)", HW:e,e !, keine anderen HW, n, 2n sind
alle Folgenelemente, oder wie oben

la,—p = V n>n,(e) = P kann kein HW sein.

S2.4.1(1502)Bolzano Weilerstrass (BW)
Vor:Sei (a,) € R beschriankt
Beh: (a,) hat mihdestens einen HW a€R und eine gegen a konvergente
Teilfolge. (-k<a,<k V neN)
N

N
//82.2.3 (1306)Jede Folge (a,) € R besitzt eine monotone//
// Teilfolgek/
//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €R mqnoton und beschrdnkt Beh:4 lim a,//
N

n->w

Bew: = (a,) enthidlt eine monatone Teilfolge (a, ),
N

$2.2.3 N "
(a, ) ~bder . .Da (a, )beschrankt |a [<k =
" 5 N n $2.2.2
a, 2 a€R = a HW von (a,) . \\\
n->ow N

N
AN

N
Andere Formulierung (keine Einschrankung auf R)

Eine beschrédnkte Folge hat mindestens einen HW.
//D2.1.1(1200) 8.)Eine Folge komplexer Zahlen konvergiert genau//

// dann, wenn die Folgen der Real- und //
// Imagindrteile beide konvergieren.//
Bew : — I I 41— I

a a ar bl b

1 Intervall liegt in der & Umgebung
aps=a by=b
a=ao<a;<a,<.... b,<b,;<b
Sei zunadchst K=R. Sei (x,) eine beschrankte Folge, und
seien a,b so, dass a<x,<b fir alle n gilt. Wir wahlen jetzt
2 Folgen (a,) und (b,) so, dass immer gilt a,<x,<b, flr
unendlich viele n. Dazu seien apg=a, by=b gesetzt. Wenn a,, b,
bereits gewadhlt sind, enthalt die linke oder rechte Halfte
des Intervalls [a,,b,] unendlich viele Folgeglieder, und
wir wahlen dann im ersten Fall a,.=a,, b..:=(a,+tb,)/2 und
im andern Fall a,;=(a,+b,) /2, b.i.=b,. Jetzt sei eine streng
monoton wachsende Funktion ¢ gewdhlt, mit anSXQM)Sbn, was
moglich ist, weil unendlich viele x,€[a,,b,] in jedem der
Intervalle [a,, b,] liegen. Offenbar sind die Folgen (a.)
und (b,) monoton (wachsend bzw fallend), also beide
konvergent, und wegen 0<b,-a,=(b-a)/2" 3 0 sind die Grenzwerte
n->oo

gleich xe& A [an,b,] . Nach dem Sandwichsatz folgt deshalb die

n=0
Konvergenz der Teilfolge (x¢<m) gegen ein x€R, und dieses x
ist HW der Folge (x,).
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Sei jetzt K=C. Sei eine beschrankte Folge (z,) gegeben, und
seien (x,) bzw (y,) die Folgen der Real- und Imaginarteile
der komplexen Zahlen z,. Wegen |zn|=¢xi+yi2¢xn| ist (x,)
beschrankt.

Also existiert eine Teilfolge (Xym)), welche gegen ein

x€R konvergiert (siehe oben K=R). Die Teilfolge (zyum ) 1ist
aber wieder beschrankt und daraus folgt die Beschranktheit
von (Vem) -Deshalb existiert auch eine konvergente
Teilfolge dieser Teilfolge, welche wir mit (y¢m)
bezeichnen wollen und auch die Teilfolge X4)) der Folge
(X¢m)) konvergiert nach S2.2.2. Daraus folgt mit D2.1.1
Bem 8 die Konvergenz von (Z¢m) . Also hat (z,) einen HW.

Andere Formulierung:
2:=X,t1Vns Xam 2 X, Yam beschrdankt nach Vor., Viwmm) 2 Y

n(m)->ow n(m(k))>e

Andere Formulierung/ Erweiterung von R auf C.
Jede beschridnkte Folge aus C hat eine konvergente Teilfolge
und damit einen HW in C.

//82.2.3 (1306)Jede Folge (a,) € R besitzt eine monotone//
// Teilfolge//
//82.2.2 (1301)Vor: (a,) €R monoton und beschrdnkt Beh:3 lim a,//

Bew: |Re z,|, |Im z,| <]z, <k = d Teilfolge (Re zy) ¢ von
S2.4.1,S2.1.5
(Re z,) mit Re z, »0€R. Wende S$2.4.1 an auf (Im z, )=

3 (Im z, ) 2, , Im z, 2 peER =
g " koo
z, =(Re z, )+i(z, ) 2 a+if = o+if€eH
k=

ny ny ny
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S2.1.2 2.) (1504) Seite 1250 andere Formulierung
Eine Folge in Kist genau dann konvergent, wenn sie Cauchyfolge ist.
(z,) o, 1st konvergent & (z,) o, 1st Cauchyfolge <
V ¢>0 3 no(e)EN V n,mEN:n,m>n,(e) EN ist |z,—znl|<Et.
//D2.1.1(1200) Eine Folge (z,) in K heiBt eine Nullfolge, falls gilt://
// Ve>0 7 NeR, V neN: n>N = |z,|<e.//
//D2.1.3(1250) (z,)in K Cauchyfolge:
V e>0 7 NER, V n,mEN:n,m>N 1ist |z,—z.|<&//
//D2.4.17’(1501) b
//Sei (z,)cR. Ein z€R heiBt Héufungswe}t (HW) von (z,): <//
//V e>0 gilt |z,-z|<e filir unendlich vbéle_n6N<$//
// V>0 gilt z,€U. (z)) fir o viele f.//
//Bem:z=1lim z, = z 1ist HW von (zn)///

n->wo

Bew: "= (z,) =, konvergent = ﬁén—zl Nullfolge =
// D2.1.1, |x,—x, |<[x — x|+|x, —x]|

(*) fir 2e statt e {bedeutungslos)

YN (z4) 2, Cauchyfolgg = [z, <1220 <1+ ] 2,] V n=N =

/ e=1, festes m=N, (*)
(z.) =, beschrihkt = 3 Haufungswert z =
// $2.2.4 D2.4.1
V e>0 3 m21>u |z=zn1<€e = |z,-2|=<[2,-2n|+]2,-2]1<28 V n=N =
, D2.4.1

Beh: lim z,=z

n->o

Andere Formulierung “&“:
Zu e=1 3 ny(1)EN: Ja,—anl<l V n=ngy(1)
lanl <las—a, [+l a, |<l+|a, | V n=ne(l),
0 0 0
k=max{lail,la:l,...,la _, |,1+la [}>0 = |a,|<k V neN =
0 0

S2.4.1
Ve/2 3 ni(e/2)EN: |a, -a|<e/2 V n=n,(e/2) =

) 8/2 3 1'10(8/2)6N: |an_am|<€/2 v n2n0(8/2) 3
ny:=max (ny(e/2), n;(e/2)}
V. nzn;: la,-al=<la,-a, |+|a, -al<e/2+e/2=¢ da a, =n,=n,.

Bem: Jede reelle Cauchyfolge konvergiert in R und eine rationale
Cauchyfolge hat einen reellen, aber im allgemeinen keinen
rationalen Limes.

Beachte: Konvergenz kann gezeigt werden, auch wenn Grenzwert nicht

bekannt ist

n n
1 1 1 1 .
BSp. an.—k:1 m—kZI (E —m )—l—m / (n—>w) = b, ist Cauchyfolge =
. Lo (=) ! 1
Fir n>m: |a,—a,l<e/2=| Z — | < Z —— = b,-b, &

k=m+1 k(k+1) k=m+1 k(k+1)
Zu €>0 3 ny(e)EN: b,-b,<e V n>m>n,(e) =
la,—anl<e V n>m>n,(¢) = (a,) 1ist Cauchyfolge

= 3 lim a,=a€R.
$2.1.2 nre

A2.4.1 Finde alle HW der Folge (x,=(-1)").

A2.4.2 Finde eine Folge mit unendlich vielen HW
A2.4.3 Zeige: Eine beschrédnkte Folge ist genau dann
konvergent, wenn sie nur einen HW hat und dieser ist dann
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gleich dem Grenzwert.

S2.4.2 (1505)
Vor:Sei (a,) €R beschriankt und H die Menge aller HW von (a,)

( = H#0)
$2.4.1
Beh:d min H und max H.

//82.1.3 (1255) (a,) Folge aus R: a,—~a, a€R//

// l.)a,<a (=a) fir unendlich viele n€N = a<a (a=a)//
//D1.3.2(504) Ein angeordneter Kérper (K,+, ,<) heiBt vollstdndig //
// : & V 1TcK, T#© und T nach oben beschridnkt 7 supTeK.//

//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TcK, T#©, s€K//
« «
// 1.)s = supT: & a)s 1ist obere Schranke von T und//

@
// p)V e>0 ist s -¢ keine obere Schranke von T//
« «
// e VteT: t<s und V 0 F t.€T mit t>s -&//
// S 1inf T:< «a)S 1st untere Schranke von T und//
- >
J// p)V e>0 ist s +¢ keine untere Schranke von T//
9
// e VteT: t=s und V 0 F t.,€T mit t.<s +&//
> >
// 2.)d maxT < d supTE€K und supTE€T: maxT=supT//
// g minT & F infTEK und infTET: minT=infT//
Bew:Sei a€H = 3 a 2 a, la, <k = la|<k = H ist beschrankt
D2.4.1 Yo e 8 $2.1.3
= 1 P:=sup H und analog I inf H....
D1.3.2
zu zeigen PEH = d max H...
$1.3.12.)
Seig>0 = p-¢ ist keine obere Schranke fiir H = 31 a(e)€H:

§1.3.11.)
P-e<a(e) <P, I o viele a,€U:(a(e))

< Uz (B) >
a-¢ P-¢ ate B+e B+2¢
l | | |
p-2e A fi | a.€Ue (a'(g) ),
’ R Ue(a(g)) cUx(B) =
Ue (a (€)) d o viele a,€Ux(B) = PEH =
f=max H...analog fir Minimum
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// 82.4.1 (1502) Vor:Sei (a,) € R beschrinkt//

// Beh: (a,) hat einen HW a€R und eine gegen a konvergente //
// Teilfolge. (-k<a,<k V neN)//
Andere Formulierung: |

Sei H die Menge aller HW. | Oy, §

Z.z: 4 maxH . «_ 1/m=g/2_,]

Nach Vor gilt: 3 k=0:lal<k V n = H #0.

S2.4.1
Flir HW o gilt |a|<k, d.h. H ist beschréankt = d P=supH.
D1.3.2

Noch z.z.: f ist HW. Nach S1.3.1 1.) gibt es zu jedem meN

ein o,€H mit ﬁ—ﬂﬁ <0,<pP (an sup herankommen mit 1/m).
€l2

Wir definieren inqluktiv mit ne=1 fir m>1

Np:=min{k>n,.,|ax-ao4| <1/m}#@,da o, HW,

{k=ng,: lak—(meSl/];ﬁ}C N = min existiert.

Zu €>0 wahle mo(a)(:=[2/8]+1, dann gilt

! 1
|anm_B| = |anm_am|/+ |am_ﬁ| <e ////E ZB_am
<1/m<el2 * <el2 - ;E

d.h.: anm—>[:’), d.h. f ist HW, d.h. PE€H, d.h. P=maxH.

Bem:1.)Ist (a,) a,€R nach oben unbeschridnkt, so 3 eine

Teilfolge von der Gesamtfolge (a,) mit a, 3 ©,
8 n->o
V. neN 3 v, mit a, >n, viu>v, = a, 2> ©

n
n->ow

2.)Ist H=©@ und a,€R nach oben beschrankt, so gilt
a, = -

e
n->o

Beh:V k >0 3 no(k)eN, a.,<-k V n=>n,(k)

[}

nochso grofle

Ann:a, = -o...3 k>0: V n,eN 3 n>n,, a,=-k, =

nicht
d vi<via, a, >-k¢ = I vi<vaa, a, >-ko =
n n

(a, )2, ist beschrankte Teilfolge wvon a, =

—

S2.4.1
(a, )2, hat HW o€ER = H#¥© = Widerspruch zu Vor. H=0

n

Vn

Andere Formulierung:

Ann:a, ->h -0...3 k<0 und Teilfolge (ny) von (n) mit
nicht

anka V k d.h. (ank) ist beschrankt, hat also HW, d.h.
H#© = Widerspruch zu Vor. H=0
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In D2.4.2' und D2.4.2’'’ wird definiert.
Beginn mit D2.4.2’: D2.4.2'' wird mit Hilfe von D2.4.2' wie ein
Satz bewiesen.
Beginn mit D2.4.2'': D2.4.2’ wird mit Hilfe von D2.4.2'’ wie ein
Satz bewiesen.
D2.4.2' (1507)
Fir eine Folge (x,) <R heiBt
max H,, falls( x_)nach obenbeschrdnkt und H# &
x 1= o, falls(a,) nach obenunbeschrdnkt
—o, falls(a_)nachobenbeschrinkt und H= £
x =lim sup aniﬁﬁ X,

n—® n>o

der limes superior der Folge (x.),

min H , falls( x,,) nachunten beschrénkt und H # &
X 1= — oo, falls(a, )nach unten unbeschrdnkt
o, falls(a,) nachunten beschrénkt und H= &

der limes inferior der Folge (X,), x =liminf x,=lim x,
* n=o0 n->ow
o— & o ate
l l . .
|__,nu1 endlich viele x,>0+¢€

U (O)—>
x=1lm x,€ER & 3I >0 x,EU:(x) filr o viele neN und

n->w
*

%x,> x +&¢ flir endlich viele neN &

* *

Ve>0 gilt x,>x —¢ fir unendlich viele neN und x,< x +¢ fur fast

alle neN (#es fehlen nur die endlich vielen x,> x +¢€)

//D2.4.177 (1501)

// Sei (z,)cR. Ein z€R heiBt Hiufungswert (HW) von (z,): <//
// Ve>0 gilt |z,-z|<& fir unendlich viele neN //

//D2.4.277 (1507) //

//Sei (x,) eine Folge 1in R. Eine Zahl x heiBt dann der gréBte//
//HW oder limes superior der Folge (x,), wenn gilt://

*

. x, <x+efiir fast allen
//x=lm x, & V&0 gilt i =« AN ,#d.h. auch fir €,/2//
n>ow | oo .
X, =X —efir oovzel?e(l\
Bew: = Es gilt also iX{-X|<8 fiur %\viele n = x ist HW.
D2.4.2"=D2.4.2' AN D2.4.1
. * AN
Annahme p=lim x, > x . go/2 N
nw >
T~ R AN
* * =~ ~ -~ \ *
B-x :=¢ = x,<x+&/2 o oft, Widerspruch # x,>x +&/2 nur
Vor ~ o
#fir endlich viele x, = N

#x,>P+eo/2 nur fir endlich viele x, = B kein HW
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D2.4.2’' (1508)

Sei (x,) eine Folge in R. Eine Zahl x heiBt dann der groBte
HW oder limes superior der Folge (x,), wenn gilt:

l_ X,= x+ € hochstens fiir endlich vielen
Sy o YV e>0 gilt: .
X, =>x—¢ fiirovielen
oder gleichbedeutend

*

* <x+c¢fiir fastallen
X=71se X, © V e>0 gilt *
X,=x—¢ fiirco vielen

wir schreiben auch x =limsupx, —llmx

n->o
* *

Offenbar ist x ein HW von (xX,) und ein x>x 1ist kein HW wvon
(x,) . Insbesondere folgt aus der Existenz eines limes superior, dass die
Folge nach oben beschrankt sein mubR.

Eine Zahl x heiBt entsprechend der kleinste HW oder limes inferior der

Folge (x,), wenn gilt:
x,<x—¢&héchstens fiir endlichviele n

Y ¢>0: *

x,< x+¢ fiir ovielen
*

oder gleichbedeutend

) . x,>x—¢ fiir fastallen
x=lm x, & V &>0 gilt *
% nde X,<x+efiir covielen

wir schreiben auch x =liminfx, =lim x,.

* n-w n->w

Auch x ist ein HW von (x,) und jedes x<x 1ist kein HW wvon

3k
(x,), und der limes inferior kann nur existieren, wenn die
Folge nach unten beschrankt ist.

//D2.4.2" (1505) Fiir eine Folge (x,)cR heiBt
max H, falls( x,) nach obenbeschrénkt und H # &
// X —lliﬂﬁiUp X, llIE w, falls(a, )nach obenunpeschrdnkt //
—oo, falls(a,) nachoben bes¢hrdnktund H= &
//82.4.1(1502) Vor:Sei (a,)cR beschrihkt Beh: (a,) hat einen HW a€eR//
//und eine gegen a konvergenge/Teilfolge.(—ksansk V neN) //

/

Bew: = x =lm x, =
= n-¥ = 4
D2.4.2'D2.4.2" D2.4.2" 7

/ *
(x,) nach oben beschradkt A H#@ A x ist HW =
n->w )(/
d Teilfolge x, = >% = X, >x-€ fir fast alle k =
k

X,> x —€¢ fir o viele n\

5

\
Ann.: 3 g>0: x,> x +¢g; fitir o viele n, d.h. 3 Teilfolge
. \

X, = x tg& nach oben besthrankt, d.h. hat konvergente

k
Teilfolge (S2.4.1) mit HW x =x +tg, und x €H =
Widerspruch, weil x=max H, d.h. Gegenteil der Annahme
ist richtig:

X,= x +t&, fir endlich viele x,, d.h. x,<«x tg, fiir fast alle x,.
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S2.4.3(1509) Eine beschridnkte Folge (a,)cR |al<k V neN ist genau dann

konvergent, wenn |H|=1, d.h. lm a,=Ilim a,€R & |H|=1 &

n->ow n-o

lim a,=lim a,=lim a,, a,€R

n->w n->w n->o

Andere Formulierung (auch fir komplexe Zahlen):
(z,) © C ist konvergent < (z,) ist beschridnkt (d.h. 3 K>0
mit |z, <K V neN) und hat héchstens einen HW.
(Bew wie bei R)

//82.2.1 (1301) Vor:z, konvergent mit z,—z(n—w)//
//Beh:Jede Teilfolge (z, ) von (z,),Umordnung und triviale//

// Abdnderung ist konvergent mit z, —z(n—wo)//

//82.4.1(1502)Bolzano Weierstrass (BW)//
//Vor:Sei (a,) €R beschrdnkt//
//Beh: (a,) hat einen HW a€R und eine gegen a konvergente//
// Teilfolge. (-k<a,<k V neN)//
//D2.1.1(1200) (z,)=(z,) ; aus K konvergent < 4 z€K://
// V e0 T no=n,(€) EN mit |z,-z|<e¢ V n=n,.//
Bew:“=,3 z:=lm z,eR = |H|=1 = |H|=1
e $2.2.1
#<,HI=1 = 3 (z, )Teilfolge (z,): 2z, Dz€H...

Z.Z. \‘\\lim Zn=2Z.
‘;(-)ao
(falsch‘@g‘)Annahme zZ, =2 z(n—ow) =

. jS——;
nicht Negation D2.1.1

3 ¢,>0 V“‘\‘no(so)EN d n>ng:|z,-z| =g, =

zU ne=1, 2“;\3, e A vi>1,v,>2.. v,>n mit v, >V, und |z,-z| =g,
(z%) 1 beschrankt = 3 (z% ) oyt (z% )—=pER = P€H und
$2.4.1 \ ’

Ip-al=ey, = P#a = |H|=2..k Widerspruch zu |H|=1
Andere Formulierung zu ,<,

x> x—¢ fiir fastallen

//D2.4.277 (1507) x =lim x, © V &0 gilt

ne 4K, <x+ efiir o vielen
e *

*

. | x,<x+efiir fastallen
// x =lim x, & V e0-gilt ¥
e x, % x—¢fiir covielen

z, reell, |H|=1 und g,z/,;) ______ beschrankt nach Vor. H={a}.

lim z,=lim z, = |z,—0.| € flir fast alle n (e>0), d.h.
n>ow n->ow 524

n-o

Z, @ o (komplex: in Im und Re zerlegen)

Wir setzen noch

) cowenn(x_)nach oben unbeschrénkt ist
limsup x, = n ] ] ’
i -cowenn(x )uneigentlichgegen - konvergiert

und analog
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-oo wenn ( x, ) nach unten unbeschrsnkt ist

lirninfxn = . . .
. co wenn ( x, ) uneigentlich gegen co konvergiert
In diesen Fallen bezeichnet man o auch als uneigentliche

HW der Folge.

Andere Formulierung:
a., a€R, (a, )xen Teilfolge von (@,)een = a, 2 a =
K K [}
k>0

“=, Seil a, 3 a,
n-=>o

H={a} = lim a,=1lim a,=a

n->o
e>0 = 3 Ny, N,eN: a,>at+te V n=N,

n->w

lim a,=lim a,=z, a,<a+e V n=N,,

II<:II Sei
n->ow n->ow

= |a,~al<e V n=N=max{N,,N,} = a=]£}§an
Bem:
1.)Es gilt stets lim x,<lim x, und lim x,=1im (Supx,), lim x, =lim (infx,)

n->w n->w n=w n— o k>=n n=>o n->o k>n
2.) (x,) € R AN 0€eR:
o=lim x,
n->o
fiir © viele neN A

< Ve>0 gilt x.€U(a)
x,=0+¢ nur fir endlich viele neN

(sonst gdbe es einen HW P=a+g)

< V e>0 gilt x,>a-&¢ fir o viele neEN A
x,<o+e¢ fir fast alle neN.

o=lim x,
n-=>o
fiir o viele neN A

= V e>0 gilt x,€U: ()
x,<0+¢ nur fir endlich viele neN

(sonst gdbe es einen HW P=o-g)

< V e>0 gilt x.<oa+e fir o viele neN A
x,>0+¢ fir fast alle neN.
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3.) (siehe auch 1.))Eine Folge (x,) aus R besitzt immer
einen groRten und einen kleinsten HW und diese sind
eindeutig bestimmt. Es gilt immer lim x,<lim x,, und

das = gilt genau dann, wenn die Folge konvergiert oder
bestimmt divergiert. In diesem Fall ist dieser
gemeinsame Wert gleich dem Grenzwert der Folge.
Bew:Betrachte die Menge A* aller x€R, fiir die die
Ungleichung x,>x hochstens flir endlich viele n
richtig ist. Falls diese Menge leer ist, muB die
Folge (x,) nach oben unbeschrankt sein und dann
existiert lim x,=0. Falls A*=R ist, muB die Folge

n->ow

bestimmt divergieren gegen -, was dann per Def
gleich lim ist. In jedem anderen Fall ist A* nach

n->o

unten beschrankt und aus der Def des lim folgt

n->o

inf A*=Ilim x,. Also gibt es immer einen Ilim .

n=>o0 n=>ow

Genau so zeigt man die Existenz des lim . Die

n->w

Eindeutigkeit folgt direkt aus der Def. Falls beide
gleich © oder -o sind, schlieBt man aus der Def auf
die bestimmte Divergenz und falls beide gleich
derselben endlichen Zahl sind, folgt die Konvergenz
gegen diesen Wert. Die Umkehrung dieser Aussage
folgt ebenfalls leicht aus der Def.
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n— o

Z — — — Z
4.)FEs gilt stets lim [ <lim {]z,| <Tm {]z,| <lim |2
n=ow Zn n=ow n->om n

. ' x,>x—¢ fiir fastallen
//D2.4.277 (1507) x=lm x, & V &0 gilt * 17
e X, <x+ ¢ fiiroo viele/n/
* s

//D2.4.17 (1500)Sei (z,)cC. Eine komplexe Zahl ng/heiBt HW von (z,)//
// falls eine konvergente Teilfolge (z, ) mit’Grenzwert z existiert.//
n )z

// Bem:Falls z,—z, d.h.konvergent, so besifzt sie nur 1 HW.//
Ve

Ve
Ve
, . il a;+...a,
Bew:Sei bel (a,) < R beschrankt, gFm a,, p=lm ——
y n-o n->o n
£ P a +...a £
VexoAm: a, > a-— V nom = M>OL—E V n>m =
D2.4.2" n—m
pert---dy  n—m € €
m+1 n > (0(— < ) _) a- =
n n 2 e 2
n->o
a+...a a+...a
1 1 €
—— T 5 0= #3F ny:d ———E>- = #VY n>n# =
n e n 2
n->o
a+...+a_+a +...+a a+...a
3 n;>ng: L m__m+l T >0-¢ V n>n; = lim L 4 lim an
n n->ow n ?";7 n-ow

a,>0, lima,>0 = (ln a,) beschrankt =

n->w

Ina+...+ln a,

lim (1n a,) < lim =lim (1n¥a,*...xa, )
n- o n>o n n>o
Wahle Teilfoge (1n a, ) : P:=lim (1n a,) = a, = el = lim a,<ef
k u n- o \ k = n= o
D2.4.1' \ k=0
= y:=1n(lim a,) <p. AN
n->oo \
Wihle Teilfoge a, 2 lma,= lna, 2>y =2 = Yy =
I 7 e | -
es0 £ B kleins;er HW
p=y
V (a,): 0<r;<a,<r, = lim (1In a,)=1ln(lim a,) = lim a,<lim Wal*...*an

Entsprechend limg/g * . *g <limgq,,
n— o ] " n— o

lim 5/ * *gq <limu/q * _ *g mnach Def lim ,1lim
1 b n n— o 1 e n oo n— o

n->wo

lim o, < < Ya*..xa, <lma, =
n>o im 3k sk llm no -

— n a] aee an 0w _an+1

n an
a — . —
. n+1 . : : n+1
lim < lim ?/an <lim '\1/0(“ <lim —/— @, durch 1 ersetzt:
n

endlich viele Anderungen &ndern %,lni{g nicht

(04 o (04 —
. n] 2 .
= lim \/—*—*...—n=hm Q/o(n
— n->ow ]_ 0(1 an71 n>w
:an+1

n
an

# lim (’/orl*...*a = lim ,\l/l*alé...*an_l

%

Andere Formulierung:
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no a n>w
(S ;V—J
— g _

B
o>0, ﬁ<oo € belleblg klein, e<o:

0<.lim| "+1| < lim¥a, < hrn\/— < hrn| n+1| <o0:
n

%,—z
=a

a a
o- s<— <Pt+e V k>ﬁ\ = o-e< s 1 <Bte, a-e< L Bt a-e< —— <Pre =
a a a

k \\ m m+1 n—1
a a a
\ _
(a-g)n™ < ML s M2 G AL w1 < (Bte) "V k=m
am am+1 q\n—Z an—l

(Bsp m,1=3, 4, 5, 6=n\§> n-(m+l)+l=n-m=6-3+1=6-2=4 Faktoren) =
2

\ 51
3 ——
q \ —)1 m
—\ -
(o—g)"™ < — < (B+e) "™ = {a, (\a g) " <\/a <J_ (B+£) "o
am
i 1 \ n—)oc
o o n-=>o \
a—¢< lim {’/an und lim ?/an <P+e = asa’, P'<P 222722227

n->o n-o

-
€ beliebig klein
? weil 3 a-&<a’’<a
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Andere Formulierung:
Vor: {zp}.en<C, z,#0 V néeN

—_— Z
Beh: Tim {|z,| <Tim |22
n=o YA

n->o

n

//D2.4.277 (1507)//

*

//Sei (x,) eine Folge 1in R. Eine Zahl x heiBt dann der gréBte

//HW oder limes superior der Folge (x,), wenn gilt:

/) x=Tmx, @ V&0 gilt:ii,

n->w

//oder gleichbedeutend

- x, <x+¢fiir fast allen
//x =lim x, & V&0 gilt 4 //
n->ow
Zlfx ¢ fiir covielen
* | o
//wir schreiben auch x-:ﬁmﬂyXHZIMIXh.//

> no

//Bem:// /
//3.) (siehe auch 1.))Eine Folge (x,) aus R besitzt immer //

// einen gréBten unq einen kleinsten HW und diese sind //
// eindeutig bestimﬁt. Es gilt immer lim x,<lim x,, und //
n-=>o n=>o
// das = gilt genau dann, wenn die Folge konvergiert oder //
// bestimmt divergjert. In diesem Fall ist dieser //
// gemeinsame Wer# gleich dem Grenzwert der Folge.//
/
+— nfi_. | —/I Zn+1 = nf1_ | . Zn+1
Bew: r:=Tm {|z,|, t:=Iim/[——|, Annahme r>t (Tim Y|z, | >Tm [ )
n-o n-)ocl n n-o n->o ZTl
3 qe(t,r): |"”r< q g Y nzn, =
€R Zn #=r+e
V4 -1 n—1
n+1 n,+2 Zk+1 n—n
|—|—| ||°|- H <[l a=¢"" =
Zn0+1 n—1 k=n, k k=n,
n—n —
2015 zno 1q" " =1z, 14" ) a=cq” = {z] <¥ec *q ¥ nzn; =
-1
n-=ow
konvergent
- _
r=lim \/|Z | <11m ( Ve *q) = =g* lim Ve =q =
n->ow ~—— —— n=o
1 (D2.4.2 Bem 3.) >1
n->w n->w

Widerspruch zur Annahme r>t
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Andere Formulierung:
Vor: (Cu)aen, C.€R,

— (o C —
Beh: (.) e, | m <Tim L (. .) lim L <1im {c,|
n>om n=o Cl’l n=o Cl’l n=o

E

— n->w
//82.3.21(1459)Wichtige Grenzwerte 1.) In > 1 //

Cn+1

Bew: Sei P:=Ilim <+o = V g>f I N(g)€EN:

n->o

Cn
Cn+£ Cn+1 Cn+2
#:
Cn+1

#<qg V. eN= ¢,  =<c

n

Cn c
C —
Ve S"{/q—ﬁ q = o im <q ¥ a>B
mC

§2.3.211.): lim V’-ﬁﬂ

m->oo q
1
(..) analog, bzw betrachte (C_)nEN.
n
Bsp:1.)a,=1/n+(-1)", neN, 612n=L +1-1, a2n+1=L—l—> -1 =
2n 2n+1
H={-1, 1}
(=1)"' -
2.)an= 1+T , H={e,1/e}, lim an,=e, liTman=e‘1.
_ (~1)"n _ 1
3.)a,=(1+1/n) ;A= (l+z=)2" > g,
2n el
= 1 > 1/ ={e, 1/¢}
Aon+1™ 1 n+l = (S H= e, e
1+
2n+1
4.) a,=(-1)*n, H=©@, Ilim a,=o0, lim a,=-©
5.)a,=1/n+(-1)*n, neN,
a2n=i+2n > o, a2n+1=L—(2n+l) > -0,
2n - 2n+1 -
n->o n->o
H=@, Ilim a,=o0, lim a,=-o0
0 _ . n+l
6.) an=z z”=1 z , zeC, z#1, neN
v=0 1-z
z=1: a,=n+1 3 o, |z|<1l: |z"-0|=|z"|=]|z]|" 2 0 = a, 2 1
n->ow n->oo n->oo 1_Z

an 3 a = ap—ap=2z" 3 a-a=0 & |z|<1

n->oo n->o
7.) by,=z", [z|<1l = b, > 0, [z|>]1 = b, ? ®©
n:;/OO n-;;X)
|z|=1, Annahme 3 b:=1lm b,, |b,|=1 =
n+1 n+1
L,z _b N 921
2" b 5, b
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A2.4.4 Berechne lim und lim der Folge

n->w n->ow

(x,=[2+(=1)"]")

Los: Teilfolgen x,,=372"=(1/3)?"=(1/9)" 2 0N X 21

n-»oo

n->o

und jedes Glied Element einer Teilfolge. lim=1 A lim =0

A2.4.5 Zeige: lim x,=-lim (-x,)

n->o n-o

A2.4.6 Zeige lim (x,*y,) <lim x,+ lim

n=>o0 n=>o0 n=>ow

Folgen, fir die das < Zeichen
Los:x,=(-1)", H={+1,-1}

Yn-

Finde

gilt

Yn:(_l)n+1/ H:{+11_1}/ Xn"’Yn:O:m (Xn+Yn) 14

n->ow
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lim
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A2.4.7 Beweise, dass fur jede beschrankte Folge (a,) ” gilt:

=1
(.) lim a,=lim (supak) (..) lim a,=lim (infak)

n-ow n=w k=n n>o n-oo k>n
%

I x,<x+e fiir fast allen
//D2.4.277 (1507) x =lim x, < V &0 gilt * \

e xn2x—£fijrooviele\n
Bew: (a,) -, beschrankt = 3 g>0, |a,|<g V neN 7

(.)Sei bei=sup a,, neEN = |b,|<g ¥ neN. S
/ —

, k=n
b, beéchrankt , b, \, da bu.= sup a,<sup a,=b, V/'/nEN '
k=n+1 k>=n

#( sup ) féhlt aﬁ'./:%ar a, der groBte Wert,///so wird sup ax

k>n+1 / ‘. k2;+1
\

#klelnerﬂ andeynfalls bleibt sup ay glei/ch. \

v
k>n+1

\
{ax: k>n+l} el;thalt weniger Werte als{a(k k>n} = b, konverglert

Sei b: %E/b o= lim [sup ak] . (an)beschré,hkt = 3 Iim a,€R) \
n=>w k>n /1 n=>o0 \
Z.z. b=lim az._ ‘ !

/ L}
n-oo - , \

Beweismethode: T~ / \

Aus V e>0 gilt a,>b-¢ fuf:\oo ;zlele neN & a, <b+8 fir fas‘g alle neN.
folgt b=Ilm a, o

I . ~. -

/ ~. .-

n=>ow \ — \
~

sei >0 baf. 3 nqéN |b-b, |£e Y.4iSn, (d&b=limb,), denn

— n-)oc

a) supa, =b, < b+s Y 1iSn, < a, <supq, <b+e =
— - ) - —_—
k=n /bﬂ m‘”f‘mz’/‘d | n=m k=m

a,<b+€ V n>n, (fur fast aglle n)
f) Annahme a,pb-&¢ nur fiir eMdlich viele n =
3 n;eN:a,<b-¢ V nan(fat’st alle) = b,= sup ay,<b-¢ V n>n, =
k>n
e<b-b, V n>n; Wlderé‘pruch zu |b,-b|<e V n>n, Also gilt
an,>b-¢ fir unendlich viele n

oder

Definiere b,:=sup ay, b:=lim b, und a=lim a,.
;7; n>o n>o

Sei nun €¢>0 bel fest =
d n, mit a,<a+e A a,>a-¢ V n=n, =

a-e<b,<a+e V n=>n, > a-e<b<a+e = |a-b|=<e = a=b.
(..) lim a,=lim (infa, ) wird analog gezeigt oder
n=>ow n->ow —
k>=n
lim a,=-lim (-a,) = -lim sup(—ak) =lim (infa, )
n-=o n->o - nd»ow — n->ow —_——
) k>n k=n
e
=- inf a
— "k
k>=n
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A2.4.8 Bestimme jeweils die Menge der Haufungswerte, sowie
Limes superior und Limes inferior der Folge (a,) .- :
a)an=2+—(_ h'n
n + 1
. . L 2n _ . L —(2n+1)
Lostiim au=iim (2% 50,7 )=201=3. lm swe=im (2% (g g )
2 >51
2+1/n
=

2-1=1 = H=[1, 3} (Menge der Haufigkeitswerte von a,).
lim a,=3, lim a,=1( da max H=3, min H=1).

Sei a€H = 4 Teilfolge (a, ) von (a,) mit a, —a,

n
n->ow

3d unendlich viele v, der Form 2k oder 2k+1 keN. Diese

Indizes seien V,,, dann ist (a, ) eine Teilfolge von

un

(aZn)

oder (azn) = a, —1 oder a, —3. Wegen a, —a folgt o=1

un

oder 3 = HCE(1,3]

b)a,=n+ (-1)"+yn’+n

//A2.1.4 (1205)Gegeben sei eine Folge (a,) ., , a,=0, lim a,=a.//

n=>ow

// Bewelise, dass dann lim \/a_n:\/a gilt.//

n->ow

Los:a=2n+V(2n)+(2n) =2n V neN = (a,)nicht nach oben

beschrankt = 1im an=%.
Def limsup H#0 1n—®

(azn+1) =y 1st Teilfolge von (n- \/n2+n ) ey .
Wegen lim (n- \/n2+n ) = lim _7@ =
neo me n+n’+n

lim b 1 __q/2 5
n>ow 1+\/1+1/n 1+\/1+0 52»71‘5

{n

A2.1.14 Stet + Funktion
lim  ay,,=-1/2 = H=(-1/2] = lm a,=-1/2

n->w n->wo

c)a,=n/m-[n/m] mit einem festen meN.

- _ 1 711 2 _r29.2 3 131
Los:#Bsp m=3.. 3 [3] 37 3 [3] 37 3 [3]0,
4 14 3%141 3x1+¢lq_1 5 579 3142 [3%142 1_2 3x2
#3_[3]_3 [3 ]3’3[3] 3 [3 ]3’3
7 ;7 9_3%241 [ 3%2+41 7 1 8 81 3%2+2 34242 1 2 33
#3_[3]_3 [3 ]3’3[3] 3 [3 ]3’3
" u.a 3%x2+1 _[3*2+1 :3*2+1 _[&_‘_l ]:3*2+1_ﬂ:l
S 3 3 3 3 '3 3 3 3
EN
+ +
Far v=0,1,...,m=1, apn.n= mnv —[ mnv ]=(n+v/m)—l£]
m m m
— S—— —
n+L n+2€0,1] =n
m m
[ ——
=n
m—1
H={V/m:v=0,l, ..,m—l}=[0,l/m,2/m, ..y T} =
lim a,=0, Tm a=""1-7-1
n->o n-=o m m
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n’+1
2 2 >0
Lbs:am=2+—l—2}——:2+—¥if-ne 3,
(2n)*+1 4+t
n
1\
+-
(2n+1) (2407 .
A2n1=2= T = BT - 1 = H={1,3}
(2n+1)°+1 (2+1psl
n nz
lim a,=1, Ilim a,=3. Es sei (aw) », elne beliebige Teilfolge

von (a,) o _, . Dann enthdalt die Folge (ny) ., der Indizes o

viele gerade oder o viele ungerade Folgeglieder. Dann
existiert eine Teilfolge (a. ), von (4, )« , die nur

n n =1

k
gerade bzw nur ungerade (was den Index angeht) Folgeglieder enthalt
= lim a. =3 oder lim a. =1 = a, lim=3 oder a, lim=1. Daraus

n- o n, k>0 n, k k=w k koo

folgt, dass keine weiteren HW existieren.

e)a,=ﬂ-— n
"3 3
.. 3k+v 3k+v \ v % v ..
tAgE e - =k+ - - |k+=|=k+ - -k = = .
LOs tas, 3 3 k 3 [k+3] k 3 k3 fir v=0,1,2

Wie in a)zeigt man, dass keine weiteren HW existieren kdnnen =

HZ{OI%I%}I man=0, Han:g

n->w n-o 3
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STt Cbgn [
f)a,= 1+ , wobei b,=3(7 -|[z])
n 3 3
Lds: n F:) b, (siehe a) (—1f" n(—lﬁ
1 == -1 3% 5 =1 (-1)'=-1 1% (-1)® =-1
(_1)2_ 1 *g_ _ 2 * (— 2
2 5 —+2 3 3 =2 (-1)-=1 2% (=1)°=2
3
3 B -1 3%0=0 (-1)°=1 3% (-1)1=-3
(1) _ 1 x 1 _ 1yl *(—7) - 1ler
4 1 —+4 3 3 =1 (-1) =-1 4* (=1) =-4
(=1 __1 2 _ a2 w1y 1e
5 5 T . 3 3 =2 (=1)-=1 5% (-1)"=5
6
6 (61) —+ 1 3%0=0 (-1)°=1 6% (-1)'=-6
(1) __1 «1_ 1y (=1} 1=
7 7 Ty 3 3 =1 (-1) =-1 7*(=1) "=-7 usw
b=V, (—1f“”==l&ri&i . Wir betrachten Teilfolgen aggvs:
1 6k+v k=00 ’ 1 —6k+v ko0
(1+6k+v) 2> e, v=0,2 (1_6k+v) 2> e, v=1
1 6k+v k>0 —(6k+v) k-0
(1_6k+v) »> 1/e, v=3,5 (1+6k+v) > 1/e, v=4

Wie vorher folgt H={%—,e}, lim a,=1/e, lim a,=e

n->o

1
An= 777 el omn
((=1)*'=2))
® 4o, beschrankt? .. 2 Teilfolgen (azx-1)
a =————J;————=—l a S S—
(a2 LT (a2

= (a,) beschrankt
sup, inf, min, max?
a,=—1l=min{a,|neN|}=inf{a,|neN]}

af’ézmax{an|D€N|}:SUp{aﬂ|n€N|}

Haufungswerte (HW)?
a2k_1=—l ist HW

Jeder Grenzwert einer Teilfolge von

n-w

xeNs  (32x) xeN.

k
é=(%) = a;=—-1<a, <

(an) nenliegt zwischen -1 und

1
9

=

-1=H ist kleinstmdglicher HW = -1<min Hf§é=3 -1€H = -1=min H=lim a,
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A2.4.9 (1514)Gegeben seien zweil beschrankte Folgen

(a.) _, und (b,) *_

n-=>wo n-=>w n=o

//D2.4.277 (1507)

E3

// x =lim x, © V &0 gilt:

n-»o

*

J/x=m x, @ V&0 gilt

L
a) limap,<lim a,” Iim b, mit

*

Zeige:
an, b,=0 V neN.

X,= X+ & hochstens fiir endlich vielen

*

s

X ZX—¢ fiir o vielen

x,<x+¢ fiir fast allen

A

/ . .
X, Zx—&fiiroo vielen
v

Bew:a=Ilim a,, b=Im b,, a,beR-und

n->o n->o

Z.z. VYV &0 3 n,eN: anbr{SabJrs V n>n,.

a,b=>0. lim a,b,<ab?...
\\\\\\ n->w

-
-

Sei dazu €>0 baf, e >0 Lo&sung von

~ 2
+ +
(a+b) e +e *=¢ (e=—u+ e+(aTb) )
v. '~ S
b NS “ aeb ) +b |
a SN~y a _ a
NR: + — )= (a+b + || =¢+ |—
(et S0 2alnarb) e + [ :
- b TR
— _a+b arbl oS
N e+( 2 ) AN
AN
> N,
[ O N\kx
a=lma, = 3J meN: gx=<a+e ¥ n=n;
n=>ow L;,, — é\
D2.4.2 fast alleunterhalb.... NN
~ N DN
b=1Im b, = 3 n,EN:b,<b+e V n=n, ~>._
no D2.4.2" Nt
~ ~ \\ ‘\ ~ ~
Sei ne=max{n,,n,} = ab, < (ate) (bte )=\(§+bl e +e’=¢
N
nzn:/\ﬁr/lznz \\ \\
. .. . . . ‘\ .A\x
b)Ist lim a,=a fir ein a=0, so gilt:lim ab,=a*lim Q,
n->ow n->w n— o
mit a, , b, >0 V neN.
) ——
(an) beschrdnkt (bn) beschrdnkt

Bew: limb, =b = 3 Teilfolge (b

n->o

(a, ) Teilfolge von (a,) =

n

= ab ist HW von (ayb,)

1%

) von (b,) mit b, = b,

n n —

n-=>c
=
a, 2 a = a, bvn 2
n->oo GW Regeln n-»oo

= ab<lIlm a,b, < ab = ab=Ilim (a,b,)

n-o ‘7 n=o
a
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c) lim (a,+b,) <lim a,+ lim b,<lim (a,+b,) .

n->w n=o n->w n->w

Bew: © U—J(an—l—bn)sllﬂan—l—Mbn

n=>o

Es sei a=lim a, und (a, ) iy eine Teilfolge von (a,) ,-; mit
k

n->wo

lim a, =a. (bnk)zo_l = 1 eine konvergente Teilfolge (b. ), .
ko0 = n,

Vor . beschrdnkt

Beachte: lim a. =a #(a. ) Teilfolge von a, ) #, dann gilt
k=0 n n
k k
lim (a,+b,) <lim (a. +b. )=a+ lim b, <lim a,+ lim b,.

n->o k2w k= n-ow n->o
n, n, n

[
irgendein HW <dem groften

e lim a,+ lim b,<lim (a,+b,) .

n-ow n->ow n-> o0
(b, ), sei eine Teilfolge von (b,),.,, mit lim b, =Ilim b,.
k ko0 k n->o
Weiter sei (a. ) ., eine konvergente Teilfolge von (a,) «
n, n =1
lim (a,+b,) =1lim (a. +b. )=lim a. +lim b,> lim a,+ lim b,.
n->ow k= k= n->o n->o n->o

My My My

d) lim (a,+b,) <Ilim a,+lim b,.

n->w n->o n->w

Bew:Seli €>0 baf, d ny(g) mit an<a+§ V n>n,(e) und

3 n,(e)mit l%<b+§ V n>n, (g),

wobei a=Ilim a, und b=1lm b, = a,+b,<a+b+e V n=max{ny(g),n; (&)}

n->w n-w

= lim (a,+tb,) <a+b

n->o

A2.4.10 Bestimme alle Haufungswerte der Folge (1i7%) ..,

1fallsn=4k
. 2o | ifallsn=4k+1
Los:i  ifalleneA k+2 keZ, nach Al.6.8 a)

—ifallsn=4k+3
Im Komplexen keine Anordnung = kein lim und lim =

n=>o n->ow
H={1,i,-1,-1i}

A2.4.11 Ilim und lim und alle HW flir die Folgen (x,)?

n->wo n->ow

a)x,=((=1)™=-2)™".
Lés:HW -1,0; lim (x,)=-1, lim (x,)=0

n(n+1) (1)
_(_ 4 —
b) .= (-1) _
Los: x, @ 0 HW, lim (x,)=Ilm (x,)=0
n_‘)oo n=ow n->oo
(n+1)

c)x,=(2(-1)"=(-1) * )~.

Los: X4k_>1 HW, Xgg-1——00= lim (Xn) ’ X4k_2—>+00=m (Xn) ’ X4k_3_>_1 HW

n->o n->o
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1+1/2" fallsn=3k
e) an 1+— fallsn=3k—1 = \/_-I-
2,fallsn—3k -2

A2.4.12 Es sei (a,) ..y eine Folge positiver reeller Zahlen.

o a
Zeige: Tm Va, <Tim —*
n->w n=wo an
Bew fehlerhaft????!!!! Richtigen Bew suchen!!!
. , x, <x+¢ fiir fastallen
//D2.4.277 (1507) x=Ilm x, © V &0 gilt *
e X, =x- & fiiroovielen
CI . an+1
Bew:0.B.d.A. lim — =R<w. V £>0 3 n, mit — <R+e¢ V n>n, =
n->o an an
a a n—ng—1 )
_ n.+1 n,+v+ —
V n>n, gilt:a,= — nl =" g =a H " <a (R+g) O
a a a "o "o a "o
n—1 n—2 ng v=0 n,+v
>1
—_—
an an

= — On_ (R+e) " = \/a < n On (R+¢) 2 (R+e) = lim \/a <R+e€.
(R+e)” Vo | (R+e)” 3

Da e>0 baf, folgt Im {a, <R.

n=>wo

A2.4.13 xnzz 1/3, neN. Benutze die Monotonie von (1/7) um zu zeigen,
j=1
dass xzn x.>n/ (2n)=1/2 ist.
Los: xXon— Z l/j>nin 2% = keine Cauchyfolge = nicht konvergent =

j=n+1

bestimmt divergent
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A2.4.14 lim , lim , Konvergenz?

a) a,=n(-1)"
Los: Annahme I HW=E beliebig von (a,). Wahl n>|E|+1 =
Fiir irgendein gerades n>n, ist dann n>g =
la,~€|=|n-E|=n-E>1>n,-E>1
Fur irgendein ungerades n>n, ist dann n>g =
la,—E|l=]-n-§|=n+E>1>n+E>1
= HW Bedingung |a,-£|<e fur &=1 ab n, verletzt =
Nur endliche viele n=1,2,3,.., ng kbnnen die Schranke einhalten =

Widerspruch zur Def des HW =
& beliebig

Hinweis: Strebt eine Teilfolge gegen o, eine andere gegen -o, so kann es
trotzdem HW geben. Bsp mit HW O:
nfalls n=1,4,7,10,..
an’ = {—nfalls n=2,5,8,11, ...

0 falls n=3,6,9,...

b) b=1 (-1)°
n
Los: |b.l @ 0 = b, konvergent = lim b,=1lim b,=1lim b,
n:;oo n>o n->o n->o
c) cp=c(-1)",ceR konstant.
Los: |c,| konvergiert, aber lim ¢c,, =c¢ & lim ¢, , =-c =
n>w —_— n>o
Teilfolg e Teilfolg e
c, divergent, =lim c,=|c|, lim c,=—]|c|
n>o n=ow

d) d.=¢p(n), ¢ irgendeine bijektive Abbildung: N-Q,
¢ existiert, siehe Abzdhlbarkeit von Q.

//D2.4.17 (1500)
//1.)Sei (z,)cC. Eine komplexe Zahl z€C heiBt HW von (z,), falls eine
// konvergente Teilfolge (z, ) mit Grenzwert z existiert.

// zeC ist HW von (z,) < 3 Teilfolge (z, J)von (z,) mit lim z =z

n->ow n

// Bem:Falls z,—~z, d.h.konvergent, so besitzt sie nur 1 HW.
#L6s: divergent, da jedes g€Q ein HW ist
# Vx€Q 3 (q, ) ®2,: limq =x = V x€Q: x ist HW = d, (divergent

X,
v
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