D3.2.2(1750)

1.)Sei (zy)cC, dann heiBt Y w, eine Umordnung von Y, z,:
v=0 v=0

d eine bijektive Abbildung ¢@: Ng—=N; mit wy=2z,,, V vEN,.

Andere Formulierung:

Fiir jede bijektive Abbildung @ :N—-N heiBt Y Z4u, eine Umordnung der

k=l

0O

Reihe 25 Zy.

k=1

2.)Eine Reihe heilt unbed%pgt konvergent, falls jede ihrer Umordnungen
gegen den gleichen Grenxwert konvergiert.
Ist eine Reihe konvergen£@ aber nicht unbedingt konvergent, so heilt

sie bedingt konvergent. \1\
N
0 \ \ o0 o0
Bspzzs ist bedingt konver@eﬁp, #da 25 Ellli;_ﬂnz1 £lllil:?
k=1 \\ \ k=1 2k -1 k=1 2k
\ \
\ \
Andere Formulierung 1.) fir reelle Zéhien:
\

. \ \ C .
Seien (ax)xeN, (a,)yen 2 Folgen reeller Z@hl&p. Dann heiBt 25 a, eine
; N \\ k=1
. I \ N\
Umordnung der Reihe 25 ax, wenn a,=ay, V‘(EN,\\
k=1 \
\ \

ZE : N_) N, k (g) :k[ blj ektlv, Z L,m();z)‘uzm relerG /1(’&7’(} Z a}

. . K
eineFunktion
\

S$3.2.5(1750) Absolut konvergente Reihen sind auch h@bedingt konvergent

\

. - N \
Vor:Sei (zy) J_,< C und 2 | zy| == S<o©. \

[ee)

Aussage:Fiir jede Umordnung >, Zor) VOI Z zy gilt >/ |z¢<v,|=2 | zy| =5 <00

#(v)=0 v=0 @(v)=0 v=0
oo o0
und S= 2, Zq)(v):z; Zv
#(v)=0 v=0

//83.2.2 (1700)V0r:(zn)::0C?C, neN,.//
//Beh:1.)Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent//

[e'e]

// lz'lznl konvergent = lg'zn konvergent.//

n=0 n=90

//83.1.2 (1602) Vor:(z,)cC und Y z, konvergent.//

v=0
//5.)Fiir den Reihenrest R,:= Z zv=(2:‘Zv —Z_‘Z‘ )" .70, meN,, gilt llm //

// R,=0
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//Bem:1.)Cauchy-Konvergenzkriterium S2.4.2 fiir unendliche Reihen.

// (83.1.2 5.)) //

// Sei(z,) cC. Z z, konvergiert & V €>0 3 n;(¢)eN mit //
v=0
// | Y zv<e V n>m=ni(¢).(d.h. |S,-S.,)|< & V n>m=>n,(¢).//
v=m+1

960 m m

. 2 - — . ! - —
Bew: Y |z.| konvergent = Sni=Y zyi S, = X zZ,u

k=0 k=0 @(k)=0
V e>0 3 K(E):|Zx |+t zZrpl<e V peEN =

zu K(€) A ni(€):M(e)={0,1,2,...K(E)]c(d(0),d(1) ... ¢(mi(E))} == ni=K(€)

trivial

-
—
S3.1.2

# Induktion

# ¢ bijektiv = V neN I genau ein n’&€N: n=¢(n’)

# M(e)=[0=K(&)}: w3 Mot 9 (no) =K (£)=0

# 1.Fall n=0=K(&) = [$(0)]={0},

# 2.Fall ne#0 = {0}€[p(0),¢ (1) ¢ (no)} =

# {0}c{9(0), ¢ (1) ... ¢(ng)}" ne>0

#I.H. M(e)=(0,1,2,..,K(&€)}:{0,1,2,...K(€)}c[d(0),d(1) ¢ (ny) |
" >K(E)

# Me)=(0,1,2,...,K(&)+1}: == T: {¢(n)}={K(€)+1}

# 1.Fall 0<n,<n; =

#0,1,2, .. K(EH)JUK(E)+1} <[ (0) , (1) .. .d(n) JU{d (n) }={d(0),d (1) .. .d(n)}

(e
# = {0,1,2,...,K(E)-I-l}”MMA:TE((F)HH)(O),q)(l)...(I)(nk+l)}
# 2.Fall non, =
#0,1,2, . .K(&€)JU[K(E)+1Ic{dp(0), (1) .. .¢(ny) JU{D () |=
# [9(0),0(1) . .d(ny) .. §(ny)]
(e

#=10,1,2,...,K(&)+1] = {6(0),¢(1)...0(nc1)| " ne>n=K(€) =

1y =gy >0y

# N =K(E)+1

Sei Spi=zotzit...+2n, S_1=Z,00t Zumt.. .t 240, und m>n; =

ZoyZiy -« -r2xk€ESy UNA Zo, Z1y + .-, ZkES, D ZosZiy - - g ZxESa— S
(da alle zpx in S, und S vorkommen)

Se.= S, hat die Form Oxi1Zxit+Oxi2Zrizt. .. +0xipZxip, 0;€{-1,0,1} =

v << ' = ' '
|Sm_S | -~ |ZK+1|+---+|ZK+ |<8 = (Sm_S ) :)—* 0 = S =(S _Sm) -I—Sm_)S =
™ wegen || P MY om—w  S,—S m m
. e
Z Zpky = 2, Zyv=S.
#(hy =0 s
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o0

Bem: 1.) Z |ay| <o < Z | Reay | <o und Z | Imay | <oo

v=0 v=0 v=0

2.) (av) 7, © R, Z |ay| =0, Z ay, konvergent,
v=0

v=)

| S |
a=— (lavltay), a,=— (lavl-a,), ve€N, =
2 2
a=ay-a, & D ai=)> a, =
v=) v=

V s€eR.U T I Umordnung b,=4, , VvEN,:
D b=s (bzw lim }' ps=s,>s,=lim 3" p,)
V=0 — oo p— #1— oo ~

Bew andere Formulierung:

Sei 2: ax absolut konvergent und sei a der Wert der Reihe.
k=1
Sei weiter @ :N-N bijektiv. Zu € >0 gibt es dann ein NeR,
\
so, dass V n>=N glltla QS ax| S & . Dann ist also fiir diese n:
\‘53\2.2

-7 Rl
la- Zd(p w | =la- ak|+|\z ayx— g o ) |<8+Z la;|,wobei J, die
k=l < k=1 1=l (\:1 jEdJ,
Menge dex Indizes j bezeighnet,\welche entweder in
{1,2, n}\oder in {d((1),, & (2)N... P (n)} (aber nicht in

belden glelchgeltlg) entha@pen siﬁd. Falls diese Menge

nicht zufallig leer ist, hat sie eih\Minimum m(n),S1.5.5, und in
=\

\
diesem Fall ist \iaj|<:‘§?\|au. Fdils J, leer sein sollte,
&J

BA kX =m(n \
setzen wir der Elnfachhqlt halber m(n)=n_und sehen, dass dieselbe

Abschidtzung trivialerweiSe gift weil diexlinke Summe dann leer ist,
also den Wert 0 hat. Aus der\Injekt1v1tat %@n d folgt, daB m(n) =2

n—r oo

gilt. Daher konnen wir immer eln\N(ER flndeﬁ\ so dass aus n=N;

folgt Z: las| < QS lay| <€ . Daher Tst |a- Z: a(D y1<2€& YV n=max{N,N;}

e Y el K=
und deshalb gilt die Beh.
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S3.2.6(1753) Riemannscher Umordnungssatz

Sei eine Reihe 25 a, in R gegeben, welche konvergent, aber nicht absolut
k=1
konvergent ist. Sei weiter a€r beliebig vorgegeben. Dann existiert eine

Umordnung 25 a® ,,, welche konvergiert bzw bestimmt divergiert und den
k=1
Wert a hat.
Bew:Wir beschrdnken uns auf den Fall a€R, die Fidlle a=+o werden &hnlich
behandelt- siehe dazu auch die untenstehenden Ubungen.

S |

a m 2m oder m+1

Da 25 ax nicht absolut konvergiert, miissen unendlich viele
k=1
der Glieder positiv bzw negativ sein.
# Annahme: 3 nur endlich viele positive a, =

# S:S ax=
k=1

0

Zak + Zak =3,+S. = Sabs:Z lax|=S,-S_ =

ap >0 ay, <0
k k k=l

# 25 ax absolut konvergent = Widerspreuch zur Vorraussetzung
k=1
Daher koénnen wir die Folge (ax) in 2 Teilfolgen (afy)) bzw (agm)
zerlegen, sodass
(ar) =0 bzw (agm)<0 V k=1 ist. Der Einfachheit halber
schreiben wir by=a:ry, C=-asx V k=1. Wir sehen dann, dass
zu jedem n€N naturliche Zahlen m > <n existieren, fur welche
Snzzg ak=2§ k&—}f cx gilt.Daraus folgt wegen der Konvergenz der
k=1 k=1

k=1

Partialsummenfolge (S,): Ware eine der Reihen 25 by bzw 25 Cx
k=1 k=1
konvergent, so misste auch die 2. konvergieren und dann

o0
ware 25 ax sogar absolut konvergent, was ausgeschlossen ist.
k=1

Daher folgt (¥*) 25 km=2§ cy=0. Wir definieren nun eine

k=

LN

k=1

Umordnung der Reihe 25 ay auf folgende Weise: Wir bestimmen
k=1
k'
das minimale k;' derart, dass 25 by>a. Danach bestimmen wir

k=1
' '
das minimale k] so, dass 25 kﬁ_zs c.<a. AnschlieBend suchen
k=1 k=1

K K k2
wir das minimale kI >k,, fir welches 25 km—zg Cpt QS b,>a, usw.
k=1 K=l K=k, +1

Wegen (*) ist es tats&chlich méglich, die ki wie angegeben
zUu bestimmen. Die Zahlen
bi,...b,-CiyeeeyCy- YOy eooybys, ... sind aber nichts
anderes als die Zahlen a; in anderer Reihenfolge. Deshalb
entsteht bei dieser Konstruktion eine Umordnung der Reihe
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25 ax. Da wir die Zahlen k;t jeweils minimal bestimmen,
k=1

unterscheiden sich die Partialsummen dieser Umordnung von
dem Wert a um weniger als ein entsprechendes Glied der
Folge (ay). Da dies die Glieder einer konvergenten Reihe
sind, missen sie gegen 0 konvergieren und daraus folgt die
Konvergenz der umgeordneten Reihe gegen den Wert a.
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Andere Formulierung

Vor: a.€eR, Z ax konvergent, Z lay| nicht konvergent
Aussage: I Umordnung Z by. von Z ay: S=Z by fir S beliebige Zahl,
O\

k =0
d.h. die Reihensumme andert sich belm Umordnen, ist also

nicht unbedingt konvergent. \
Bew: AN
Sei o0.B.d.A. ay#0 V a, und \
a, |+a, a,(,f.’gzlls a, >0 \\
k - = 4
! 2 0, fa){s a, <0 \\
) \
~ ‘gk |-ak 0,‘faUS a, >0 \
a, :=———= A ’
2 -a,,falls a, <0 \\
N, _ \ -
= Alle a; und a, \sind 20 und aw=a; -a,, hal=a, +ta, V k.
. \ ) \
Annahme a, oder D, a, konvergent \\
, \
Zn,\ konvergent \ \\
k=0 + _ —t
— Y a; und S\ a, konvergent <~ 3} Ha.| konvergent =
\ la, |=a, +ay,
ay =a, +aj .a; =daj; - d \

Widerspruch = 3 af und Y «, divergent
Streichen wir aus der§§515§§ja;) alle Nullen, so erhalten

wir gerade die Teilfolge \(pk \\ aller positiven Glieder von
(ax) /T \

Streichen wir aus de;:/Folge\ (}z,;) alle Nullen, so erhalten
wir gerade die Fo/lge (qk) =14 ( gx) 1ist Teilfolge aller
negativen Gl;edfer var (ay) . *

Da vorrau;»setzupgégemaﬁ alle a,#0, tritt jedes Glied von (ay)

in elr;e’r und/nur in einer der Teilfolgen (px) und (-qgx) auf.
A7 g .
Q) px » D ax divergent: P 4o, Z a0 +oo, Z ) 7 oo =
k =0 k =

3 kleinste Indices ng,ni, Ns:

\ ~ -~
\ ~ - —~ -
~ -
n -

Z pk+Z <S d h mlt p?\wir S erstmals um max p, unterschritten
k=0 =~
\ >~
n, n na o =
N .
Z pk+Z (=qx) + Z (px) >$ P, wir S erstmals um max p,
X =0 k=0 k=n, +1 N
N
Uberschritten. .= S o
N
Pot.+ P, +(-qo) ..t (-9, )+ (P, 41)+...FP, +... ist Umordnung der
v : 0

Ausgangsreihe,f ax. Mit Hilfe der Minimaleigenschaft der Indices
Ve

k =0
ni;,nNy,.. sigit man, dass man den Unterschied zwischen S und den
e
Teilsummen spatestens ab der Teilsumme Pot..t P, +(=q0) +.+ (-9, )

betragsmabig durch die Zahlen 9, ,P, ,9, , P, ,... nach oben abschatzen
kann.

(4, y 95, s.-..)und (P, , P, ,...)20 =

Umordnung po+..+ P, +(-qo) +ut (-9, )+ (P, 42 ) +...+P, +... von

konvergiert gegen S
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Die Satze 3.2.5 und 3.2.6 sagen gemeinsam aus:

S3.2.5&6 (1756)

Absolut konvergente Reihen - und nur diese - sind auch unbedingt
konvergent

Bem:

1.)Ist eine Doppelsumme 25 a, absolut konvergent, dann darf die

0,k =1

Summationsreihenfolge vertauscht werden.

[e o)

2.) Z | zy| <0 < Z |Re zy|<co und Z | Im zy| <00

v=0 v=0 v=)

3.) Sei (av)cR, 25 |ay| =00 und 25 av konvergent.
v=0 v=0

+ l a 1
Sei v :=5(|av|+av) rody ::5(|av|_aV)’ VENO =

o0 o0
_ - A _
a=a' -a,, lavl=a+a] 2 a’= 2 a, =
v= v=0
V S€ER oder S=#+ow I eine Umordnung by=a,wy,, VEN,, mit

N pes (bzw @S’ bv=szzslzl}_m2' by)
v=) v=) e v=

Bsp:1.) S=1-1/2+1/3-1/4+41/5-1/6+1/7-1/8+1/9—-+... nicht absolut konv
+8/2=0+1/2+0 -1/4+0 +1/6+0 -1/8+0 +1/10...
35/2=1 +1/3-1/2+1/5 +1/7-1/4+1/9....Umordnung

L & D" -
k=0 2k +1 /2(k+1)
/
//82.3.20 (1452) 6-)?-)1—1/X510g x<x-1 V x>0.//
2.) (1+1/k)*<e<f1+1/k) ! =

/
k + k + 1
k(log(ﬁ—L

M

)) <1< (k+1)log( ) =
k + / 1 1 k +1
log( /L)<——<(l+——)log(————)2
k k k k
7 k+1. 1 k + 1 = k+1 £ !
* 0<—-10 <—1o —— 1o >1- = =
(*) X g ( ) X g ( K )52.3.20 6. g k ) k+1 k+1

1

O<ap1/k—log(k+1)<l/k—£fr7 V keN =

siehe Seite 1756 k+1 -1
’g lak|—Z |k log——

= T ok ﬂ\

< 1 < 1
1)< <> (1/k- )=§ D

k=l k +1

n-1
bei 1 beschrankt = gg'lakl konvergent = lz'ak konvergent =

k=1

- n-1 1 k+1
5 alin X (e ) =
= 3 y' Z ax n—o k= k 51;245

mon wachsend

1 2 1 3 1
= lim(_—-10 TH5Tlog Dt ——-lo
‘3 IT T2 9% n °

n— o
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n-1

.11 2%3% ¥ (n-1)*n .o > —-logn

= lim(—4+ -4+ -1 —(lim <1 =

n— o (1 2 Og 1*2*3*(}/1_1) ) (naoo (k:lk )

mon wachsend

%}g} (Z 1/k-1og n) - y=0,577... Eulersche Konstante

k:l n— oC
%}{B Z 1/k=y+log n

k=l AN

N

3.)//53.1.4(1605)\\Ko\r: (a,) CR,an\O (n—o0) Beh:Z (-1)"a, konvergent//

N n=0

= . (— 1)/‘ \\
= s:=) =log>R konvergent
S3.1.4 k=0 k+] \\
N
N
2n k-1 RN 1
- N
Bew:Z —( D =1—i+l—i+—..+\\1 -—=
- k 2 3 4 nl 2n
1 1 1 AR 1
1+ — + = + —+. -+ —
2 3 4 2n - 2n
2%1 2% 1 PN
4" v
2n n 1 2n n \\
Y 1/k-2) —=> 1/k-) 1/k=log 2n-log n+& ,=
k=l PEER k=l k=l

log 2+ &, mit €,2 0
A3.2.12 Absolute und bedingte Konvergenz?

50 (_ 1)k+l
I\'Z:l' 2k -1

a)

[ee]

//83.1.4(1605) Vor: (a,)cR,a,\0(n—w). Beh: Z (-1)"a, ist konvergent//

n=0

0 _ k+1 % _ k
Lésung: D, ¢=Z CD = Reihe konvergiert
T 2k-1 % 2k+1 5314

p konvergent? >— V keN =
k=l 2k -1 2k -1 2k harmonische Re ihe

Reihe nicht absolut konvergent = Reihe bedingt konvergent

0 _ k+1 S 1
Losung: Z % absolut konvergent, denn Z k—zkonvergent
k=l k k=l
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0 2
c) (—1)ku
k=l 2k +k-5

//83.1.4(1605) VOr:(an)C?R,an\xO(n—%v). Beh:ig'(—l)“anist konvergent//

n=90
0 2 _ 0 2 _
Losung: ), (—1)k_ﬁ__fé_ absolut konvergent? )/ k- Ak konvergent?
= 2k +k-5 = 2k +k-5
2 _ 2 _
| (-1)* k™ - 4k | = k™ - 4k Z——L— = Reihe nicht abs konv
2]{1 +k_ 5 Zk} +k' 5 lok Vergleich mit harm R
k* - 4k k* - 4k
# | (1) *—= =1 — |
2k +k-5 2k +k-5
1- 4 1- 4 -3 31 1 k’
# ® k=1: | =1 =l == ==z —=— =] —
2+1-5 2+1-5 -2 2 3 2+1 2k + k
# ® @ k>1: |k’-4k|<k?|2k’+k-5|=>2k*+k
2 2
& °’e o | k™ - 4k > k _ k > k > 1
2k +k-5 2k +k 260+1 2k7 2k
kT - 4k .. = . . .
ay’ N\ fiir k=8 =2 Reihe konv = Reihe bedingt konv

2% +k-5 s31a
(k+1)° - 4(k+1)
2k +1)° +(k+1)- 5 (K +2k+1- 4k- HE +k-5) _ (K- 2k- 2K +k-5) _

i k- 4k QU +1) +(k+1)- 5)(k* - 4k) 2k +1)" +k- 4)(k* - 4k)
2k +k- 5
y o 2K Ak~ SKT- 4kT- Dk +10k- 6k - 3k +15 k" - 4k" - Sk - Tk® +Tk+15
(2k* + 6k +6k +2 +k - 4)(k* - 4k) (2k* +6k” + Tk - 2)(k* - 4k)
4 2k° - 4k* - 5k - Tk + Tk +15 _ 2k - Akt -5k - Tk + Tk +15 _
2k% - 8k* +6k* - 24k + 7k - 28k - 2k7 +8k 2k - 2k - 17k - 30k + 8k
M-&i-;+;+; T
# 7 30 3 = 3 k: |z+k_2+p+k_4|<4_2=2
2k-2- - o4
ko kK

65536 - 16384 - 2560 - 448 +56 +15 46215 <1

65536 - 8192 - 8704 - 1920 + 64 __46784
# Fir k>9 wird der EinfluB von —-4k® nur noch groBer

# Test k=8:

0 2/( +1
d) (-1)*
% 35 -4

+

k k _ k
Losung: | (-1)2 L 22+l = 236 2 4 0 (2 \kepr k23 o
3F-4 3'-4 k=30 3

k
3
H_/
<l,>1/2

o0 k2/( +1

(-1) - absolut konv wegen Vergleich mit geometrischer Reihe
3"-4

=
I
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" (- D
k=l \/k +1

e)

//D3.2.2(1750)//

//2.)Ist eine Reihe konvergent, aber nicht unbedingt konvergent, so //
//heiBt sie bedingt konvergent.//

//83.2.5(1750) Absolut konvergente Reihen — und nur diese - sind auch//
// unbedingt konvergent//

//Eine absolut konvergente Reihe in K ist auch unbedingt konvergent
und/ //jede ihrer Umordnungen hat denselben Wert.//

//83.1.4(1605) Leibniz Kriterium//

//Vor: (a,) € R,a, \0 (n—w).//

//Beh: > (-1)"a,=a,-a,+a,-a;+-... ist konvergent//
n=0
| — 1 I -

.. . : >_ -
Losung' m \ O 5?74 Relhe konvergent : /k +‘l - k +1 Vergleich Ii:?;_;;[{i‘i‘)‘l Reifie

Reihe nicht absolut konv = Reihe ist bedingt konvergent
A3.2.15 Fihre den Bew von S3.2.6 fir den Fall a=w

A3.2.16 Zeige, dass unter den Vor von S3.2.6 auch eine
Umordnung existiert, welche weder konvergiert noch bestimmt
divergiert.

A3.2.17 Finde eine Umordnung wvon 25 ) , welche uneigentlich

v VvV + 1

gegen o konvergiert.

Lés:V neN gilt if L z ES -
Os: n _— z _
I - 2" 4+ Qv - 1) 2v-1<2v=<2 2! = 2 +2 Lol
2r'——=1/4. Damit gilt -
2n+ __________ ///
N 1 T Tt < 1
1-1/2+ - >1/2+ (1/4- ) >
r%'(V%'?’HZV-D 2n+2) Z:: n + 2

b N
\
1/2+071/4—1/6+;§'(1/4—1/8)=\
/ n=
1/2+1/4-1/6+(N-2) 1/8-00 fr Noo
/ \
Ausgeschrieben: \
1-1/2+(1/3-1/4)+(1/5+1/7-1/6) + \
(1/9+1/11+1/13+1/15-1/8)+ (1/17+2/19+...+1/31-1/10) +

1 1 1 1
.. + +...+ - =
2" +1_ 2" +3 2" -1 2N+ 2
S I T G o=l
=N, v=1:—————=———""- ~—__
(n=h 2V +(2*1-1) 2Y 4 Te——
1 1 1 1 == 1
V=21 o5 N-1 ToN N Y = = )
2V +@2#F2M -y 2V 2V - 1) 2VMA+D-1) oMo oM L g

1-1/2+ ( - y=00 und diese Reihe ist
Z Z 2"+ 2v-1) 2n+2

v 1 1 1
eine Umordnung von 25 ¢ =1———+Jé———....
v=0 V *+ 1 2 3 4

A3.2.18 Bestimme den Wert der folgenden Reihen
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)

)

k=2 k=1

A3.2.19 Untersuche folgende Reihen auf Konvergenz:
1

)x FQPTRRN b)x (=) 23kt

- 1
c) Fir welche o€R ist 25 — konvergent?
Z (log ®))
: 3 & 1
A3.2.20 Beweise: 22 — =3 =
= (@2n - l) 4 o
o« |
Bew: ZL’_‘ nz, dere Klamme: sglich 2t > )=
ab s konv. da /Cmcm’r positiv l ¢ o k=t (Zk - l) (2k)

(Glieder pos)= — 5 = — —
’ F kzzl (2k— 1) =1 & (2k—1¢ 4 kzzl K2

A3.2.21 Zeige mit Hilfe des Cauchykriteriums, dass 2: 1/k=0w. Die links
k=1
stehende Reihe heilt die harmonische Reihe.

//(S1602)Bem:1.)Cauchy-Konvergenzkriterium fiir unendliche Reihen.//
¥

// Sei(z,) cC. z zy konvergiert < Ve >0 3 n;(¢)eEN mit //
v=0
// | > zv<e V n>m=n;(e).(d.h. |5,-S.)|< & V n>m>n;(g)).//
v=m+1

A3.2.22 Zeige: Die alternierende harmonische Reihe ist
konvergent, aber nicht absolut konvergent.

¥
A3.2.23 Zeige die absolute Konvergenz von 2: k"x* fiir beliebiges
k=1
neZ und V xeK mit |x|<L1.

A3.2.24 7eige mit Hilfe des Cauchyschen Verdichtungssatzes, dass
¥

die allgemeine harmonische Reihe 2: k™ fir o>1 konvergiert
k=p
aber fir a( 1 divergiert.
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