3.3(1800) Dual- und Dezimalzahlen

Im Folgenden sei geN\{1l} fest gegeben.

\

D3.3.1(1800) Die Zahl g heiBe im Weiteren die Basis (fiir die g-adische
Zahldarstellung) . Die §anzen Zahlen 0,1,...,9-1 heiBen die Ziffern
der Darstellung. \

Eine Reihe der Form 2: szﬁ heiBt die g-adische Reihe, falls die z,
k=1 AN

Ziffern sind (also zkE{O,l,.:\,g—l} V k) und falls z,<g-1 fur

unendlich viele k gilt. \

Offenbar ist jede g-adische Reihe konvergent, denn 2: (g-1)/g* ist
AN k=1

eine konvergente Majorante:

2 -1 & 2 1 = 1 =
Z gk <Z %22 k—1=2 _k=2

1
k=1 g k=1 g k=1 g k =0 g k =0 §

k

konv., da geom Reihe.

Im Fall g=10 sprechen wir auch von Dezimalreihen, fur g=2 von
Dualreihen und fir g=16 von Hexadezimalreihen.
#5inn der Festlegung: z,<g-1 fiir unendlich viele k siehe S3.3.1#

//81.5.17 (762) (g-Adische Zahlendarstellung)//

// Sei g€N\{1}. Dann gibt es fiir ¥V n€EN eindeutig bestimmte Zahlen//

//  pPEN, und z,€{0,1,...,9-1} mit 0<k <p, sodass n=z,+z,g+...z,9°, z,Z0.//
Eine beliebige reelle Zahl x 1aBRt sich eindeutig zerlegen als x=p+§, mit
p=[x]€Z und 0 <E<1. Nach S81.5.17 besitzt p eine g-adische Zahldarstellung
und wir wollen Jjetzt zeigen, dass § sich als g-adische Reihe schreiben
lasst:
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S3.3.1(1801)g-adische Zahldarstellung reeller Zahlen

Jedes E€[0,1) besitzt eine eindeutige
Reihe, d.h.

(siehe auch A3.3.4)
ZkE{O,l,,.-

Darstellung als g-adische
es gibt eindeutig bestimmte
.,g9-1lmit z,<g-1

sodass £=) z./g".
k=1
//81.5.15(759)//

(siehe Bem 2.)

unten)
keN,

fir unendlich viele

//1.)V aeER 3 das gréBte Ganze von a, d.h. 3 [aJeZ mit //
// [|aJ<a<[aj+1, [a]:=max[n€Z |[n=<al//

Bew:#ez,=g-1 V k>n+l1 = z.<g-1

0 n
<g-1, E=) z/g =2 z/g% D, z /g
' k=1 k=1

k=n+1
E: (g-1)g™*= Ng-1)g™ '+ (g-1) g™ 2+. ..
k:£+1 \\
g 2, (9-1)g™=(g-1) g™+ (g-1) g™ +. ..
k=n+1 w A
(g-1) D, g¥=(g-l)g"= D “gr=g" =
k=n+1 k=n+1 "\
" n n—1 \\
=Y zg=), zigHgT= 2, zig "+ (z,41) g7
= k=1 k=1 —
<g
ee 7, #g-1 V k>n+l. Annahme zu §=Z z./g*, schon gezeigt: &, Z z/g Vs
k=1 k=1
und fur r,=£-E, gilt dann
. g g
< n+l 1 n+ 1
0<r= 2 z/g<(g-1) Y 1/g*=g"" -—-+g"" -—+-..=1/g" = g'r.<g"l/g"=1
\, k=n+1 \\ k=n+1 L g 1 g - -
vl \ gn gn+1 ///////
denn fur mindeStens ein k=n+1 ist z,<g-1 = /,/'”
o<gr =g’ Z = L —gir, = O <1 = g'ra< Zn 41
T Rt S k=n - T €{0.1,..g- 1}eZ €{0,1,...g- 1}=Z
“‘ 2#Zn<ﬁg“rn-1<zn+1 S\(gl . # z —[g“rn;_il]> uh‘d‘rnzr‘n_l—zn/g“ ( roa=) z/g")=
\ . k =n
'z, eindeutig (weﬁn man schon vorher z,, .7 Zn1 gefunden hat).
ﬁDeflnlert man um@@kehrt die Folgen (z,) und (r,) durch die
\Worschrift r,=§ und z,=[g"rn-1],

k=n+1 K k=n
\
1
—4 \
1 n — D _
= g rn=g Irn-1=2n w2 . N
| h induktiv \
1
| ! '
]
!

\l’nIE—Z zy/g*= Z z) /g Z z./9"-z,/9"=r,1-z,/g* V neN
\ k =1 —

1/g

\:i zk/gk< (g-1) Z

n
n-k n
2,9 r
, &= Z zy/g T, = g“E=kZ:1 - T2
~ 1
“ \\ ganze zZahl )
| | N n
0<9°r,=g"°ry1-2,<1 = z,=[g°t,.], falls r, = O...: §=Z z/g*
N n— o
\ k=
z,€{0,1,...

,g-1} und O;grhél/g“, also r, = O.

n— oo

Eigene Betrachtungen
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//82.1.2(1250)

#

Bew:

0

re=) 79"

k=1

Sei r,=
k

Zu beweisen z,=

z1: [g*ro]

Vor:z€C13.)z

<
k=1
1 0
gé

o0

g X

k=0+1

k

zi(g

da ng Zyi2g v <g™t S

o0

7,0 [gP*r )= >

k=1+1

—k+2]

Zxg

o0 - 1 0
da Y Zwsg i< =D >
k=0 g k=0

=)

r= Z Zkg_k:Z ng'H
k=0

k=1+1

(g-D*g _1

g (g-1) g
Sei nun

1<k=<n,

Z1, .., 2y und rg, ..

Z z,g* +

Zn= [gn*rn 1

Induktionsschritt:

Zu beweisen z.,.=[g

Z 29"

n+1

Zn1 s [g

— n+1

n+l

k=n+1

[z n+1+g“+1 Z Zy g 1=2Zni1

k=n+2

a g.n+1 5‘

rn]<gl Zn+1€{olll

Z Zk/gk, %:rQZZ Zk/gk<l.

=n+1 =1

Vor siehe oben z,<g-1 fiir unendlich viele z,

|
[gnlrn—l]e{ol 1!

=) z*, neN, mit z€U, (0) :

Zo > 1- 2 //

n— oo

g—1 _,
(g—1)/g
r, = 0

,9-1}, r.<g™d.h.

Z‘ K1 =[z7,g 1+1_|_Z1 zZ, g = Zl-I-Z Zy2g "

:—g _k —
) g~ 2 25 g 5

[z.g +Z Zxg = Zz"‘Z Zk+3g =

=3
= (g-Dg _
$21.2 g(g-1

k=n+l

k=n+2

=923 2,g7<g? ) (g-1)gr=-2—52
k=0 k=0 g

.,y ermittelt und gelte

Z Zg” —Z z, g * +r,

—

.g-1} und r, - O

n— oo

] — [gnJrlZnH_gfnfl_l_gnJrl Z Zkgfk] —

k<gn+l Z (g—l) g—kzgn+l (g—l) Z g—k—n—2=

Zxg~
k=n+2 k=n+2 k=0
© _ _1 g
n+l -1 -n-2 -k —_— g =1
g7 (9-1g kZ:'O gl S;LZ g g-1
= > zg7<(g-1) X gr=(9-1) 3 g¥=(g-1)g™ Y g* =
k=n+1 k=n+1 k=0 k=0 S2.1.2
g-1 g .,
gn+1 g'l
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Annahme:d 2 solche Darstellungen, d.h.

3 Zyy Zke{O, l, . .g_l} 3 noeN, Z]:Z/ ’ 1Sj Sno, Zn0+l ¢Z}’l0+1 7 (OBdA Zn0+1 >Zn0+l )
- v = Vn,+1
ny+1 ny+1 g+l u\,—ol
< Kk = ~ K Zno+l /g - Z"0+1/g 0 H/_i 1 ,
O=ro-ro=) z./g*-), 2, /9= t<m g2 >0 = Widerspruch
k=1 k=1 k 5 | >0 g
g"r 1
<gn0+l

Zusammenfassung:

o0

ro€[0,1), g=2, y=2 =z./g%, o viele z<g-1: I”k0=Z z./g*<g % ¥V koeN.

k =1 ko +1
Bem:1.)Diese Darstellung heiBlt Dezimalbruchentwicklung, falls
g=10, Dualbruchentwicklung, falls g=2.
2.)Verlangt man nur z,<g-1l, so geht die Eindeutigkeit

—ko+1_oo<g_1
verloren: & éz g"

2 Darstellungen fiir die gleiche Zahl

# Bsp:g=10, k=3,

4 g-k0+1:10-3+120,01:£ 109V:O,OO999...=VZ:; 109V+3:109 BVZ:'O lOlv:
9 1
4 10° 1 =0,01
10

S3.3.2(1803) Das Intervall [0,1) ist Uberabzahlbar

//D1.5.3 (750)//

//Sei M eine beliebige Menge, dann heiBt//

//3.)M abzdhlbar:< 3 eine bijektive Abbildung f: N-M //

//(d.h. M=[a,:=f(n)|neN}//

//4.)Eine Menge heiBt abzdhlbar unendlich, falls es eine //

// bij Abb f: N-M gibt//

//5.)M héchstens abzdhlbar:< M ist endlich oder abzdhlbar unendlich//

//6.)M iliberabzdhlbar: < |M|=0 und M ist nicht hoéchstens abzdhlbar//

//81.5.13(752)Falls A mindestens 2 Elemente hat, also etwa {0,1}, dann//

// ist die Menge aller Folgen in A lberabzdhlbar.//

Bew:Aus S1.5.13 folgt, dass die Menge aller Ziffernfolgen (zy)
Uberabzahlbar ist. Die Menge der Folgen, flir die alle z, ab einer
Stelle gleich g-1 sind, ist abzahlbar unendlich. Folglich ist die
Menge aller g-adischen Reihen iberabzadhlbar und daraus folgt die Beh.

D3.3.2(1803) Wir nennen manchmal eine g-adische Reihe auch g-adische

Entwicklung einer Zahl und schreiben Z 2./ 9=0,2,2,25. ..

k=1
Fir g=10 bzw g=2 bzw g=16 sprechen wir auch von einer dezimalen bzw
dualen bzw hexadezimalen Darstellung einer Zahl.
Eine solche Entwicklung heiBt periodisch, falls es ky,,p€EN gibt, fur
welche zy,=z, V k>k,. Das kleinste p mit dieser Eigenschaft heiBt auch
die Periodenlange der Entwicklung.
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rational ist, wenn ihre

dass eine reelle Zahl x€(0,1)
Dezimalbruchentwicklung periodisch ist. (Periode 9 darf nicht auftreten)

A3.3.1 Zeige,
Lés:Zu x=) a,10™ I neN und peN mit a,+p=a, ¥ n>n, =
ng +vp+j lo-no-Vp-j:Z anlo—n+2 Z an0+j lo‘no'VP'j:
1
2

v =0 j
p w .
A, - “np-j 10°V)” —
Z 107 X oy

n=1
n=1

xzi' anlO‘“+f0 Z a
n=1 v= j=1
n, p © Ny
Z anlo‘“+2 A, 4510 ™) D 1O‘VP=Z a,10™"+
j=1 v =0 n=1
: 1
1- 10 ~» €Q.

n=1

ny p
2 a,10 " 3a, 10 "
=l j=l
€0

€0
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S3.3.3(1805) Die g-adische Entwicklung einer Zahl E€[0,1) ist genau
dann periodisch, wenn £€Q ist.

Bew: ,=" k, und p wie in der D3.3.2 = zan,jJ,kO::~ V neN; und 0 <j <p-1 =

Z5
Ef Ze 1 £y ;j n !
v 1
E= k + E Z J —r1+2 - Z Tk, =T141, ) — | =ritrag . 1
%,_/ gnp+]+k0 (g ) Jj=0 g n =0 g P
n, rational rV - g
2
o ko-1 p-1
=r,+r, . mit r1=Z z/ g%, r2=Z Zj/gj+ko = E rational
g - k=1 3=0

R EE Qr d.h. E:%’ vGNO’ MEN und v<u.

o0

Mit den Bezeichnungen aus S$3.3.1 r.= Y 2z./9%=z..,/g" +z,..,/g""%+.. sei

k=n+1
o Nen D \ k_ \ n-k_ 1 2 <
OSRn_g rn_g k§+1 Zk/g _k:Zn'+1 Zkg _Zn+1/g +Zn+2/g +... siehe B:w S3.3.1
eN
r—/H 7 ©
# g"v =ugg=ug’ (Y z/g+ Y oz /gf)=
NEN k=l k=n+1
0 < n-k
25 z, 8" n-k ‘E:Zkg' = =
# oW ngilzk/g )EN, (u = ) EN 02%<1OSMR{4LWZEN
EN =R,
# urR,€{0,1,..,u-1}
# n=0: “RO —ug® 3 z/g=uy z/g<ny (g-1) /g=u(g-1) 3 g=
k=0+1 k=l k=1 k=1
o0 0 - 1
# Mg-l)Z g “P=u(g-1)g" Y gr=u(g-1)g*> g‘k=uu=
k=0 k=0 k=0 g(g-1
¥ URE{0,1,..,u-1}
# n: siehe oben
# on+l: uRaa=ug™ 3 zgT=ugtt 3 2ig T -ugM zangT =
k=(n+1)+1 k=n+1
# w3 zgtouzea=( € M o4 Zun e Nung
k=n+1 eN €{0.1,..g-1}cN &N &N
# nt X zgtpg™ X (g-lgteugtt(g-l) 3 g
k=(n+1)+1 k=(n+1)+1 k=n+2
-1
# Mgrﬁ—l g 1 Z g. (k+n+2) _Mgn+l g. l —n 22 -k M(gg )g%lzu =
# uRmﬂ—E{O,l,m,u 1}

Dann folgt induktiv, dass uR,€{0,1,..,u-1} ist und somit kann R, nur
endlich viele verschiedene Werte annehmen.
Wegen z,=[g"r,-1] aus S3.3.1 und R,=g"r, gelten die Rekursionen

o0

z.=[gR,1] da [g'r..1=[99"'r.y] =[9"Y zg ¥ 1=[> 2.9 1=[2.92.,g +..]1=2,
k=n

k=n

und

n-1 © S
vV
R,=gR,1-z, da gg%,ilz—zn=g“rnfl—zn=2 2/ —z= D 20/ gV 42,/ g 2,

=%, k=n k=n+1

o0

Z z./9" *=g"r,=R, V neN,

k=n+1
und deshalb ist klar, dass sich die Werte der Ziffern z, wiederholen,
sobald R,.; einen Wert annimmt, der schon vorher von einem R;
angenommen wurde. Dies muss aber eintreten, da der Wertevorrat fir

1805



die R, eine endliche Menge ist.

A3.3.2 Zeige, dass die Menge der Folgen von Ziffern z,€{0,1,...,g-1} fir
die alle z, ab einer gewissen Stelle gleich g-1 sind, abzahlbar
unendlich ist.

A3.3.3 Finde die dezimalen, dualen und hexadezimalen Darstellungen
folgender rationaler Zahlen: %, 1/7, 1/9, 1/3

A3.3.4

a)Es sei b eine natlirliche Zahl>=2.Zeige: Jede reelle Zahl x>0 besitzt
eine Darstellung der Gestalt

x=2§ ab™ mit -meN,, a,€{0,...,b-1}, V n>m.

Mit den Zusatzforderungen a,#0, falls m<0, und a,#b-1 fiir unendlich
viele n2m ist diese Darstellung eindeutig. (Diese Darstellung heil3t
b-Bruchentwicklung oder b-Bruchdarstellung von x. Im Falle b=10, b=16,
b=8, b=2 spricht man auch von der Dezimal-, Hexadezimal-, Oktal-,
Bindrentwicklung oder -Darstellung von x)

Hinweis zur Existenz der Darstellung: Definiere die a, folgendermaBen
rekursiv:
Xp:=xb" mit m:=-min{u€N,:x<b**}, und
an:=[x.], Xnpi1:=b(x,-a,) fir n>mn.
/ /o !
Verdeutliéhuﬁé én éinem Beispiel:

* Jlal 12 2B88. ’. als Dezimalbruch darstellen:
10%= 10—/ 1oo< 151«/‘1000‘ =100=102=10%" = m=-1.
X

X 1= x/ﬁO =¢ aLl [x-107!
i / J)Sl /40
Ede@n I 4151 l@y' 100<

—10(&,0_/b 1) ~10(12,288... -107'=1)=

10(1,2288..-1)=10-0,2288..=2,288.. = ag=[%X0]1=2 =

X1=10 (Xo_2) = a;= 2 =
X2=10 (X1_2) = a,= 8 usw
J151=12,288 (x.,=1,228.. X,=2,28.. x,=2,8.. %X,=8,8...usw)

1
VisT= Y al07x,107=%1 10704 %0109 & 10748.8..0107%=

v=m=-1 "1 E >

=12,2+8,8...:107?

#siehe Anlage P33
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Los:#teilweise selbst in Anlehnung an Aufschrieb ergénzt#
Behauptung

(®)V x€R mit x>0 I m€Z, m<0 und V n>m 3 a.€{0,1,..,g-1},

sodass X=Z ab™.

(® ® YMit der Zusatzforderung a,#0 falls m<0 und nicht (a,=b-1
fiir fast alle n=m), (d.h. V ny=m 3 n=ny:a,#b-1, d.h.
a,Zb-1 fir unendlich viele n=m) ist die Darstellung aus
(® ) eindeutig.

//81.5.5(706) Wohlordnungssatz//

//Vor:McN und M#© Beh: 3 minM//

//82.1.3 (1255) (a,), (b,), (c,) Folgen aus R: a,—a,b,—b, (n—x)//
//3.)a,<c,<b, fiir fast alle n€N und a=b = C, — a, amn— a, b, = b=a//

n— oo n— o n— o

Bew:Sei x>0 fest.
(® )Definiere m:=-min{ueNy: x<b'"};

(beachte g'™ == o = {ueN;: x<b““}¢®5??553 min{u€Ny: x<b'™ = m€Z, m<0

u— oo

(und b™<x<b'™ *siehe spater).
Z.B: Cl) bl2 Ib3 i{ k|34 hie{ m=-3

Definiere jetzt rekursiv: x,:=xb", a}n:=[xn], le::b(xn—zn) Ur n=m.
Dann gilt, wie anschlieRend bewiesen, V n=nm:

n-1 n-1 / ///
(a)x=Y abV+xb" = x,=(x- Y abf b /]
/ /
v=m \ v=m / // /
(B) 0<x.<b \ / s
/ /
/
(¥)a.€{0,1,..,b-1] K S
siehe Bsp * oben / S/
Bew zu (o) \\ // // /
Zu (a), (P) ..Induktion nach n: / /
\ /4 / ;
\ -/
_ a,by a
n=m: Xp=Xb™" \\=> X=X m=/</:m Vo AxeT™ L
\ ! !
/ =0 /
\\ / / /
Nach Def von m gilt x<b'* = 0<x,= ¥ p<b!™b"=b
\ / / // | =0 nachVor
, __ =
= -1 \ / -1
NP0+l - HZ' I T by
RO S avo“+,. T/ b= ayb ¥+ (ap+x,b ) b=
—Sn J n e <4/ﬁn\§
\7 Xnkzb (Xn_zn/ = anan+xn+lb_1
5 ) / x
=2‘; \avb‘v+xn+1b‘lb7“=2 abV+x,, b B
v =n / v =m
0< a//< 1) //
<x -
Bew zu () :e—" 7" " \= 0<b(x,~a.)<b = 0=<X,.=b (x,-a.)<b

da a, 9x,] \
\
Bew zu (y):folgt dire\\kt aus (P)
— ' = —

Wegen x,b™",5,0(da 0<x,b"®bb™, 7,0 &« S2.1.3 3.)

und (o) folgt: x=) ab™
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n-1 n-1
) x=2 avbV+x b = x,=(x- Z ab™) b
Bem: (.)Es gilt xnb’“=2 ab™
\\ vV =n
\ (da nach(a) x,b"=x- Z avb~ ‘—Z avb™v- Z avb” V—Z avo™) n>m.
\ V=
(. )Fuf} obige a, gilt chht la,=b-1 fiir fast alle n)}

Bew: A(m a,=b-1 V n=n, fir ein n¢EeN, n=m =
N N

N T~ < -v
A -y — y a, -v b_no Zb
x, B =) L pr=-1) 20 v=0
0 '\ Bem(.) v=n, =5-1 ausgeklammert=v =0 B 1
AN geomReine1= 07!
AN
(b—N\\b'”0 b - 1)=b1'”0 = X, =b Widerspruch zu B
(® ® YEindeutigkeit der D\a\rstellung: Es seien m,a,, x, fir n=m wie in (@)
) \
Sei x=) Dbbmit -MeN, und bef0,1,..,b-1] ¥ vz, sowie
v =M \ -~
zusatzlich: by#0, falls M%‘Q und I’ll(;h’t (BF,b—l fir fast alle v=m).
Z.z. M=m und by=a, V v=m AN S._ o7
> &= g b
Definiere fur nz=M (siehe B&m (.)): yr=b" bo™= ) -y b*
g /// v=n v=n =0
Wir wollen zeigen: yi= xﬂ,f_V':rl>_M_ _______________
"""" S
Z bvbnw Z )b =(b-1) v=o \=g V n=V,
vVEn— — _ _ 1 b \
- \~ 1-57' b-1 \
by<b-1 V v>=n und b%b 17 TUr-mindestens 1 V=1,
= o — \
d.h. 0<y,<b Y n=M = X_Z bb™=b™b" 3] bib=yub <blM=b""
——————————— VEN T T T T T T vmw——— T T /
Hieraus folgt MLm, denn —————7"" /
k=" /
1.Fall:M=0:x<b | &  (m:=-min{u€Ny: x<b'**=b"*’} = ms0

Pef von m /

I = 3 =
2.Fall:M#0 (d.h |.M<0) : b 0wm 704 b HAaM <0 1 bM< 7T bybV=x <l siehe Seite 1806
M:=-min{uEN,: x<b*}=-min{u€N,: x<b™*"|=m.

- 1
XZ bb™< (b-1)b MZ p=- Db

|

|

|

|

#3.Fall:M#0,M>0: AL e e
= b (b- 1)
|

|

|

|

|

s=—min{u€Ny: x<b!* ™ }, analog a, statt byb
:=—min{uENy: x<b™ ™} = M=m

Vo =b™! Z byb" V:I:b“” Z byb-b,b™) =b (b" ) byb-b,) =b (y.-b,) =

v=n+1 V=n vV =n

Vo=X, V n=m nackp folgendem Bew durch Induktion nach n:

o |
> bbb

;,_J
=3 o

)
siehe Seite 1807
n=m: Vu=D" —bm X

rd - “
n n+l:yns-2-b(y,—by) e b (x,-by) =x441 .
Wegen b,=[y.] ¥V n=m folgt: a,=[x.|=[y.)J=b. V¥V n=m
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0 ¥
da y,:= Z Cving" V=b,+ z byb™™ und
v=n

v=n+1

¥ ¥ v "
o< Z b,b V< Z (b-1)b"=(b-1)Db" Z b V= (b—l)bnz b~ (vt —
v=n+1 " v=n+1 " ven+1 v=0
(b-1) 2, b "V=(b-1)b X, b =(b-1)b" (b-1) b=1 = [y,]=b,
v=0 v=0
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b)Berechne die Bindrdarstellung der Dezimalzahl 5,2

Los: (5,2)1. m=-min{u€Ny:5,2<2'"=-2,da 2°<5,2<23,
X.,=5,227%=1,3 = a_,=[1,3]=1 = x,=2(1,3-1)=0,6 = a,=[0,6]=0 =
x0=2(0,6-0)=1,2 = a=1 = x,=2(1,2-1)=0,4 = a,=0 =
x,=2(0,4-0)=0,8 = a,=0 = x3=2(0,8-0)=1,6 = az=1 =

1,2
%,=2(1,6-1)==2 = a,=l=a, @ Xs=X,, as=a; = Xs=X,, ac=a, USW =

=X,
(5,2)w=(lOl,OOllOOll...)2=(101,99}1)2

Periode

c)Berechne die 7-Bruchdarstellung der Dezimalzahl 2000
Los:x=(2000),0. 7°=343<2000<2100<7* = m=-3,
x5=2000"77°€[5,6) = a=5 = x,=7(2000:7°-5)€[5,6) = a =5 =
x1=7(x,-5)€[5,6) = a =5 = x,=5 = a,=5. Also (2000);,=(5555),.
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