3.5(2000) Potenzreihen

D3.5.1(2000) Sei (ay) -, cC und z,€C. Dann heibt Y a.(z-z,)* fir zeC

k =0
eine Potenzreihe (PR)um Entwicklungspunkt z, und
Koeffizienten a,, k& N,.

Bsp:1.)Das Polynom Z ayz® ist PR mit z,=0 und a=0 V k>n.
k=0

2.)Die geometrische Reihe Z z* ist eine wichtige
k=0
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z,=0 und
den Koeffizienten a=1 V keN,; konvergiert

V z:12z-0|<1 und divergiert V z:|z-0|>1 /\
3.)Expotentialreihe Z z¥/k!. K@

k=0
S$3.5.1(2000) Gegeben sei eine Potenzreihe Y a.(z-z¢)*. Dann gilt:

k=0
a)Die Reihe konvergiert trivialerweise flir z=z, und ihr Wert
ist gleich ag(zo—2z¢)=a,0%=a,
b) Ist die Reihe flir ein z=z,#2z, konvergent, so ist sie
absolut konvergent V z€C mit |z-z.|<|zi-2¢]

//83.1.2(1602)Rechenregeln und Konvergenzkriterien filir unendliche Reihen

//Vor:Seien (z,), (w)cC und Y =z, w konvergent.//
v=0 v=
N

//Beh:Notwendiges Konvergenzkriterium 2.)z, =2 0//

n—r o

//D1.3.1(500)Sei (K,<) angeordneter Koérper TcK, T#o@//
//Bem:1.)TcK ist beschrinkt & 3 ceK mit |t|<c V teT//
//83.2.2 (1700)Vor: (Zn): neN,. //

=0

//4.) J 0<g<l mit Rflz,| <q V n=n, = Z | z,| konvergent.//
n=%0

Z -z0)* konvergent = li-IE (ax (z1—20) %) =0 =
=0 s3.1.22.) D1.3.1Bem:1.)
a,(z,-z0)* beschrankt = 3 K>0: |axl|lzi—zo)*I<KER, V k=0 =
D1.3.1Bem:1.)
§3.2.2 4.
| ax | SK|21—ZOI_k V k>0 = Lz - zu)kl Sﬁ/’a,\, [l (z- Zo)k|:

|z—zy|<|z, —z|

lz=zol| §/la.| <l|z-2zol§. Ty = \/_<le>0

Wegen %k/x —1 (k—ow) ist die rechte Seite kleiner als 1-& fir ein

geniigend kleines € >0 und jedes k=ky,. Mit dem Wurzelkriterium folgt
deshalb die Beh.
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S$3.5.2(2001)Zu jeder Potenzreihezf ay(z-z0)* 3 genau eine Zahl R mit

k =0
0<R<w, der Konvergenzradius (KR) der PR, mit der
Eigenschaft:

. | konvergiert absolut ¥ z€ C mit |z—z,| <R

o0
25 (z—-2o)

divergiert V z€ C mit |z—zy| >R
Ferner gilt R=1/1lim {|a,| (Formel von Cauchy-Hadamard),
n->w
R
wobeil ) 1=00, %::0

Bem:1.) |z-2,|=0 V z€C bedeutet lim vﬁaizO, 1/0:=

n->o
| z—z0,]=0 bedeutet hier Konvergenz nur in 2z, gegen ap.
2.)Das Konvergenzverhalten der PR flir |z-z¢|=R muss im
Spezialfall untersucht werden.

//83.2.2 (1703) (z,)%_,, n€Ny6.) 3 =z, z#0 V nxny:lim [, |<1,//

k =0

//so ist sie absolut konvergent.//
//A2.4.9 (1514) a,, b,>0, (a,) 7_,, (b)) 7, a)limap.<limgxlimp, V¥V neN//

Bew:Wir betrachten jfla.z - z)"| < I 3/]a.] -
<1, falls|z- z,|< R Yzund ﬁﬁ/a”‘ >0 oder, fallslimsfla, | =0
n—

H— o

>1, falls| z- z, > R und llm’:/‘ | < woder, j&zllsm’,’/a,J =oound z #z,
n—=w

Hn— o

lim (4

a,(z - Zﬁﬂ
n— o o

nach dem Wurzelkriterium

4 }jg Joo@ -z la.| <R%}rog %HB \*1/%32} yfla.|=1
Andere Formulierung:
Z: a,(z-z,)" konvergent = 1im §lz - ZJ Z—Zﬂiﬂéﬁwh|<l

n=0 §3.2.2,A2.4.9

< |z- zo|<llm/ =R & Z lanl | z=2¢|"<00

n— o

1

e _— —
Lim §z - zo[fa,|>1 = 2720l> Limgla,| =R = (2720)"anme 0
n—

Andere Formulierung:
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Sei eine Potenzreihe 22 ay (z—-z9)* gegeben, und sei Rzl/%EQQWiJ ihr
k=0

Konvergenzradius. Dann ist die Reihe absolut konvergent

V zeC mit |z-2z,|<R und divergent V z€C mit |z-z,|>R, wobei

flir R=0 die erste und fir R=w die 2. Menge leer ist.

n— oo

Bew:#Rzl/Egégﬂan\. Wurzelkriterium llm,ﬁ -zJ|a|<1 o |z- zothM/ L <1

\\J\ ///
#o 1z-20 | <Timgfla, | “R¥~~o _ =T
Falls R>0, sei ein z mit |z—zo|<R.5\R*T£;zol<l betrachtet. Dann gibt
es ein p>1/R=limn| .| so, daB plz-z,/<1l und nach Def von lim 3 k,eN
mit xfla,| ZqT‘V“R5K{'_ﬁéiaﬁénfaféE—afé—nggEgnz von ¢>0 mit

| ax | Scpk Y k=0

//82.1.2 (1250) (z,)€C, z,","z€C 13.)Fiir z,=) 2", n€N, mit z€U;(0)//

k=0

l
/) Gilt z,—>T ., (n—0)//
il
EY a(z-20) 1= lal | (z-20) 1= 1cptl | (z-20) | <

k =0 k =0

-
I
o

& lcllplz—zy) 1¥ <= o
5; = s212

und deshalb ist die Potenzreihe absolut konvergent fur dieses z.
Daraus folgt der 1. Teil der Beh.

Falls R<ow, sei ein z mit R'|z-z,|>1 betrachtet. Dann gibt es ein
p<R™* so, dass plz-2z,]=1 und nach Def %}g gilt dann gfla,|=p fir

unendlich viele k=0. Fur diese k ist dann |ax(z—-2z,)* =1 und somit kann
die Reihe nicht konvergieren.

Bsp:1.) z¥, R=1, |z-z,|/<1 absolut konvergent. z,=0, |z-z,|>=1 Divergenz
p

~
I
o

k

2 , R=w, da lim7 /=0, V z konvergent.
1 n— oo

N
(N

z—
1l

0

k

k - -
3.) ., R=1/1lim y/la |=1 da limy ,” =1, |z-0|<1 absolut konvergent,
k2 n— o B n— o

Ms
N

x =
|z|>1 divergent

0 n

4.y =

n=0 n+1
| z|<1 absolut konvergent, |z|>1 Divergent;
z=1 divergent (harm Reihe)
kvgt, nicht abs konv (auf dem Kreis#?#)
fur |z|=1, z#1

, R=1,

i 1 I S .
. - = > 1/e%=1, R=1, |z|=1

n + 1 nn + 1 e;log(nﬂ)
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- 2" firk = 2n
5. 2kz2k  7.=0, a,=
)Z ! 0 ! 8 0ftirk =2n + 1

%HB n/ar —lim o a, =1im (2m)t/Ev= /5

n— o n— o

1
Absolut konvergent fir |z| <$=\E/2, divergent fir |z|=.2/2

//S2.3.18(1409) 5.) V x€erR F exp(x)=%;l{3 (1+x/n)", exp(—x)=;//

exp(x)

n2

¥
1
z 1—— = 1 n2 = 1 n / n=
n=1 n bt “‘a‘ n 1—— 1‘;
; Z0:0 n
n
§2.3.185.)
—
(1-—)" > — = R=e, z,=0
n - (S
n->o

Z n 3n 3’ Z 2nwn’ n[an :nlzn :2 = Z AT hat
n=0 n=0 n=0
KonvRadius R=1/2=27, ) 2°z%, kvgt fir |z|<1/2 &
n=0
|Z|< (1/2) l/3=2—1/3=R
8.)#7.)Sandwhichsatz

# Seien (x'), (x_ )und (y.) Folgen in R. Dann gilt
# li—g} X" l}g}l x_ =x und x_ <y,<x’ = 1_1)1;1 Va=X.

> X' ;s —— , 1= k2 =2 < W2k > 1o
=V k+2

Vk+2 k>2 koo )
limsup —= = lim 1_ =1= L , R=1 = Konvergenz fiur [x|<1
ke S k42 k0w Sy ke2 R

i2_3k
k

k=

Juy

k
1

2" . 3»{? .. ok k L [Ty
— =3k — —_ = 3K 2 2 2 Y
ax= kfurn 3 avan: \J kfurn 3k’ d_: (?)Sk :7’#__ :> 3#2=0L:
Ofurn#Bk Ofurn;éBk k k>
%HS Ta,| - %/f:%: R=1/12

==

i Vk+1 -1k )

//83.1.4(1607) Leibniz Kriterium

//Vor: (a,) € Rg. 0 (n—w) .
/I Beh: Z -a;+a,-as+-... ist konvergent.
Vk+1—k)(V k+1+ k) _ 1
k+1 -k )= 50 -k
({k+1 =k Vk+1+Vk Ck+ 1+ k 3, s OTVEEIERT
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Potenzreihen sind Spezialfdlle von Funktionenreihen. Deshalb ist es
sinnvoll, die Frage nach der gleichmaBigen Konvergenz zu stellen:

S3.5.3(2004)Gleichmabige Konvergenz von Potenzreihen

0

Sei eine Potenzreihe 3 a,(z-z,)" mit einem Konvergenzradius
n=0

) 1 1 . .
R>0 gegeben und sei 0<r<R = —<— . Dann konvergiert die
R r

Potenzreihe gleichmabBig flir alle z mit |z—z0|5?r.

Andere Formulierung aus wikiversity:
Es sel (Cu)nen €lne Folge komplexer Zahlen und a€C.

0

Die Potenzreihe f(z)=2f chn(z-a)" sei fiir eine komplexe Zahl
n=0

z=b, b#a, konvergent (d.h. |z-z,|<R mit R=l/%}gQHaJ)
Dann ist flir jeden reellen Radius r mit O0<r<|b-a| die

Potenzreihe f (z) auf der abgeschlossenen Kreisscheibe
B(a,r) punktweise absolut und gleichmdaflig konvergent

*

. TIo <x+¢ fi
//D2.4.277(1507) [ =lim x, & V &0 gilt an xhe fur fastallen

X, =x- & fiirovielen
//83.2.2 (1700)Vor: (z,) “_,<cC, b,=20, n€N,.//
//2.) |z, <b,, V n=n, und ig'bn konvergent = 251|Zn| konvergent

n=0 n=0

Bew:#|z-2y| < ——— ) : an(z-2z0)" konvergent

1
— (.= ;
imila,) L Timfa] X
>0 R

n—"mo
n ~ < n=0
| R — ~ -
R \\\
0<e<l/r-1/R = 1/R+e<l/r = ] 1/R+e<1l/r V n=n, =
——-D24.2" = |z—z,|<r

- —

1 - 1 1
lan S (—+e)", |z-zo|"as] <r"(e+1/R)"=T1r(—+e))<(r—)"=1
R R r

geom Reihe V n>n, = gleichmidRige Konvergenz.
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Andere Formulierung:
Sei 0<0<1/r-1/R. Nach Def %}g gilt %f|a,| <8+ (1/R)<1/r V n=n,, woraus
Fiir |z-zo|<r folgt, dass |z-z¢|la.| <r*(0+1/R)* V n=n,. Wegen
r (0+1/R)<1 folgt Beh mit dem Majorantenkriterium fiir gleichmaBige
Konvergenz.

//83.5.2(2000)Zu jeder Potenzreihezf ay(z-zy)* 4 genau eine Zahl R mit//

k=0

// 0<R<w, der Konvergenzradius (KR) der PR, mit der Eigenschaft://

// kzz; ak(z—zo)k{

konvergiert absolut Vz€ Cmit |z- z,|< R

divergiert VzeCmit |z- z,|>R ,,

// Ferner gilt R:l/%}ggﬂan\(Formel von Cauchy-Hadamard) ,//
.1

// wobel E;::w, 5;::0//

//Bem:1.)|z-zo| =0 V z€C bedeutet limyja |=0, 1/0:=0//

// | z-z,| =0 bedeutet hier Konvergenz nur 1in z, gegen ap.//
// 2.)Das Konvergenzverhalten der PR fiir |z-z,|= R muss im //
// Spezialfall untersucht werden.//

$3.5.4(2005) Vor:Sei(a,) 7_,<C, a,#0 V n>n, (fast alle), 3 lim

— 00
n a

n+1

Beh:In 83.5.2 gilt R= lim

n— o

a

n+1

//83.2.2 (1700)Vor: (z,)” 5.) z,#0 V n>n, und 3 0<g<l mit//

=0

o0 o0
Z Z
// —*=1<qg V n>n,>n, = E | zp| <c0. |72 >1 V n>n, = E | z,| =00/ /
Zn n=0 n n=>0
( _ )n+1
ape1\Z— 2
Bew: |[——————|= |a,.| 12-20|. 1ip|Basi|l2-2:1<1 & abs konv
an(z_ZO) a, n— o a, 53.2.25.)
B —
00
1
_ a —
S | z=20| < 5[ =,
aﬂ
n— oo
. a N
lim |[Sarllz-201>1 &  |z-z¢l>a, a,(z-z.)" 70 divergent,
n— o "
An $3.2.25.)
= : a =
R=a fz 1im R
-
§3.5.2 U g

Andere Formulierung:

. a .
lim —2*ll—p = V >0 3 K>ky: p-£< <p+e V k=K &aquivalent zu
n—© a.n an+;
a a C. Cc,
p+e Oo- & Induktion (p+€) ([)‘ (9)
ar— 1 1
lim g (= = Beh R- <t
n— o m [p+€ ! O - E] | p|
Bsp:1. S Z— k+1kH .
= K! S
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o0

2.) X (¢)z, aeC

n =0
- ... - -1
1.Fall oeN,: ()2 D g 0D eN, >
n!
Z (:) z" Polynom, (n>o = (2)=0)
n =0
a, -1D)... - -1 +1)!
2.Fall o€ C\ N,: an=(§f), za(a ) ( n D) o J =n+1
a, . a@ - 1) ... @ - nn! a-n
a, |  n+l _) 1, R=1
a‘n+1 ‘a - n‘ >0

(<)

Iz |°<0 ¥V |z|<1, ()

|z|™ =00 V |z|>1

A3.5.1 Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihen

o0
) 2 n!z"
n=0

//S3.5.4 Vor:Sei(a,) 7_,<C, a,#0 V n=n, (fast alle), 3 %}{B

//

n+1

// Beh:In S3.5.2 gilt R=1im //

n+1

n n

//S2.3.18(1408) 11.) (1412)Fir n>2, neN gilt immer e[E] <n.’<ne[£] //
e e

n! 1

Los:a,=n! = | = 2> 0 = R=11im =0 konvergent fir z=0
— — n— o
vl @ +DLonl nsw  S3.5.4 Sn41

1
(oder mit Cauchy Hadamar R=Hn\/a7n|=1/oo=o, Da nach 82.3.18 11.)

gilt #l(— . < \/— \/nie d l#=> i@n;ﬁl, also ‘/_-n_m

o0
logn 0
b) 2 non z

n=l

//82.3.8 (1402)xeR { x#0 ' n>-x ' x,=(1+x/n)* V neN: (x,) T //

.1
//82.3.21(1459)Wichtige Grenzwerte 3.) %}{E O%nz(), o>0//
n

logn 1 1 log n
Los:ay= . \/T— ﬂ—exp(log = n)zexp( C‘i log n)=
n

exp((logn)?) = exp(0%) = 1.
n n->o :;
$2.3.213.) 1
logn — , T _ —
Da 0 > 0 und exp ist monoton (S2.3.8) = R_limn/_a =1/1=1
n->o n— w
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—_— SNY—

= 0 _k=4%0=0 _ _ _ s
c) Z‘ 3ngin #=13° T FO*zE4 Q ¥k 24 Q * 234 3 g #
- - - o
n=

a, Y @ as as ay
. {konvergiert absolut Vze€ Cmit | z- z,/<R
e v —— lim o/ |
//83.5.2(2001) kZ:; 2 (z-20) " divergiert zeCmit |z ZO|>R, R=1/ "% A

//

Lc'js:=Z axz® mit ak=+
k=0
1.M6glichkeit mit Cauchy Hadamard:
4 /‘a4k‘ _ (3k) 1/4k:3l/4 und 4k+\1/‘a4k+1‘ :4k+\2/‘a4k+2‘ = 4k+3 ‘a4k+3‘ =0 =

g/la.] hat genau die Haufungswerte 3'* und 0 = limgjla [=3"* =

3“ fallsn = &kmitk €N,

0 sonst

1
1 _
R:Hn/_an|:3l/4 =3"1%* Cauchy Hadamard S83.5.2

2.Moglichkeit geom. Reihe /\

Z 3ny4n :Z (3z9)" o 3-1/4
n=0 n=0

konvergiert absolut |3z'|<l & |z|<374

und div e [z|>37* = Z’ 3"z hat R=3"'"* abs konv
$35.2 <

3.Méglichkeit:mit Substitution w=z'.Die Potenzreihe Z 3hw"
n=t

hat nach Cauchy Hadamard KR=1/3, d.h. Z 3"w" konvergiert
n=90

n

o 4
absolut fur |w|<1/3 und divergiert fiur |w|>1/3 = Z 3nés

s @H"

konvergiert absolut fir |[z!|<1/3d.h. |z|<3** und div fir

12*1>1/3 d.h. |z[>37" = i' 3"z'" hat KR 37/
§3.5.2 o
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//82.1.3 (1254) (a,), (b,), (c,) Folgen aus R: a,—~a,b,—b, (n—x©) und a&€R//
//3.)a,<c,<b, fir fast alle n€EN und a=b = c, 2 a, a2 a, b, 2 b=a//

n-»o n->o n->o

//83.2.2 (1700)Vor: (z,) *_,, b.=0, n€N,.//

//2.) 1z, <b,, V n=n, und Z b, konvergent = Z | z,| konvergent//

n=0 n=0
. -
Los:ag% (=cosh (n))
e §2.1.33.)
1.M6glk (1/_— = [ < <= o= 5 5> e
n/ [S— R n/ g
3 n? ‘a“‘ da n=0-re "<e" 2 ‘a“‘ e
-)%(n-)oo)
1
= R=—— =1/e
lim g an|
o0 n e
2. Méglk: Y, S-z" = fa[=—x=c = R=1/e? und
2

o 1
e
E e_zn = n‘an‘z— -> 1/e = R=e ?
2 n2 )
n=0 n=>o

< Ty e n -n n
= hat > 1% ziRrx1/e 2, (S FC >.€
n=0 2 2 2

obige 2 Reihen abs konv fir |z|<1l/e

Z %ZHZZ a,z" konvergiert absolut fir |z|<l/e.
n=0 n=9

Annahme: R>1/e = 3 %EC: l/e<|%|<e so, dass

[ee]

Z anén absolut konvergiert =
n=

" konvergiert,

n
o £ " abs konvergent, da o
S 2 S 2
—— —— Z
76*” n=

Z
n=

a
no2

Widerspruch, weil | ) |>1/e. .. " R=1/e hat

2
n
e
. -
DI
Z — Z
n=0 e

+ ™"

Genauer:Annahme 3 z*€C, |z*|>1/e und Z GT
n=>0

(z*)" konv abs

= S a,~" konvergiert absolut V |~ |<|z*|, insbesondere

§3.2.2 Z Z

n =0

N N o e 4 el -
3 ZEC.l/e<|Z|<e. %TZ konv abs
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e)Z 57 z" fur a€C(fest)

n=—9

//$3.5.4(2004) Vor:Sei(a,) 7_,cC, a,#0 V¥ n>n, (fast alle), 3J 1im
// Beh:In $3.5.2 gilt Rr=1im //
* a‘r1+1
0, fallsld <1
Los:a,=g°mit a€C fest. gzfla,|=lal® = {1 fallsld =1 =
o, fallsla > 1
o, fallsfa < 1
=41/1=1fallslgd =1 oder mit S83.5.4
llm1/ M
n- o 0, falls \a\ >1
1.Fall:a=0, R=o, klar, da a,=0 V n
| | o, fallslg < 1
a
2.Fall:a#0: - |= T =la|™t 3 1, fallslal =1 =
S nsv 0, fallsle >1 S3.5.4
o, fallsfa < 1
R={1/1 =1,fallsld =1
0, fallsfd > 1
£) > (-1) 27"z
n=9 n
n+1 n+1
1/2 a (12)z | = 1
Losan(l)n[n]Zn “I — r;_n -1=2n-£::2
an+1 n+1 - > 2 5 n— oc
= R=2 -7
S3.5.4 -7
T, ..a-n+1) ao-1...a-n+D(@-nn+l +1
*((X)’/G'(a’ ) ( ): ( ) ( )( ) :(:+1) n
n! n+1! o-n a-n

(2n _ l)2n 1 .
3 e

L5 :a - (211 )217 1 R a, :(Zn . 1)2n-l .22n+2(2n + 2) ':
22" (2n)! S 2*@n) ! en + 1
( _L)Zn s
n-»>o
+ D NI,
on 27 2n+2 =4 2n —4e? = R=4e™2
[Zn - 1] 2n—1 (1+i)2" $3.5.4
2n + 1 >1 2n
| —
-1
_)6_2872

(Formeln (1) 1/R=%}{E Ja. | (2) R=%£f3

a

n+1

2009

14 an¢O, an)

n+1
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) Y log(n+l)x

n=0
| 1 1
Los: (2) egln) _ log(n) - 1
log( n+1 ) log(n)+log(1+1/n) | logl+1/n) =
n(mn) beschrannkt log ()
b) ' (1+3(-1)") "x". Lés: (1) 1
n=0
i) ) (1+s+.41/n) x Lés: (2) 1
n =0
S 7n
J) -
=@+ -y
Les: Y X% Y o 1/p=lim L],
a,
n=0 n=0
yﬂ
NN T
(1) 1/R= llm a a.
k) Y (3-77+5-227¢) 2"
n=0
DA GREED F APty
=0
m) > kx<
k=l
Losung: \ (k—l)&, lax|=k+1, & — ] > Re————==1/1=1
2 Ve = lim{a, |
k k— oo
n)ﬁ? 2 x*.
k=0 k!
k Pr—
Losung: o *’A k+ 0 = }gng%WIO = R=+00, d.h konvergent auf R.

)Z aka, a2(71=0, a2[=2l fir /eN.
k=0

(51
Losung: WZJ[ 2"k —2l,leN’

0.k =2/-1,/eN

TEENCR

k— oo

R=

b
V2

2010

11m/\

lim

[— oo

-

\/7 2\//24_

[— o0

hm\f\fz



) D kxR,
k=l
//82.1.3(1255)
// Vor:Seien (a,), (b,), (c.) Folgen aus R mit a, - a, b, — b, a€R

n— oC n— 90

//Beh: 3.)a,<c,<b, fiir fast alle neEN und a=b = ¢, -~ a, a, — a, b, —

i1— oC i1— oC H— o0
b=a//

Lésung: ax=+k, 1<ia, |, 1<ifla, |= ¥k Vi <ifk :L 15?72 /,"/\a,\,\A:L 1 = R=—limk‘a |
m()nomn =- 1S ‘0 —— k

1!

2 D Lk =21,le N
1) (2k)'_2 ax*, aw=1 (20!

= = 0,k =2l-1,leN

1
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Beweise: Falls die Folge

der Konvergenzradius der Reihe gleich .

Sy

ak!l

>k also |ap:|<1l/klax| =

3 w: V keR, 3 NeR, V k>N
k=
Iak|<(l/k)k'ko|akg|;§(l/k)k*c: (c=lay, lk*) f k <:1/kNE;,
%}Iyn «kf‘ak| <1l/k V keR, = ]k—i-ilk‘ak|=0 = R=w

2011



	//S3.1.2(1602)Rechenregeln und Konvergenzkriterien für unendliche Reihen

