S3.5.5(2050) Vor: Z an(z-2z0)" & Z b,(z-2z¢)" haben KR R bzw p

1.)dann besitzen die ,differenzierte™ Reihe Z na,(z-zy)*!

n=l

und die ,integrierte™ Reihe Z (z—z,) " denselben KR R

= M+

//B2.1.8(1207) c)Beh:V peN gilt O:SXf=WnP—137 0//

rg[n|a_n =%ﬁl llm I{/;F A2H1‘: ) l*lhm\/i

! 1

nlezr_ 4n+ e lmn/al:mﬁ
n +

n— o n— o

2.)Mit cn:=2 aw,x, neENy gilt V ze C mit Iz—zol<min[R,p}:

k=0

Z Cn(z-2p) Z a; (z—zy) Z by (z-20)*) (Cauchy- Produkt),
wobel alle 3 Relhen absolut konvergleren.

Der KR wvon Z Cn(z-2zy)" ist daher Zmin{R, p}
n=0
Bez:Die Folge (c,) nennt man Faltung der Folgen (a,) und (b,)

//83.2.12(1782) Cauchy-Produktsatz//

0

//Vor:Seien (z,), (w,) € C und i' |z, <00, X |w,|<o.//

n =0 n =0
//Beh:0Ordnet man alle Produkte z;w,, j,k€N, in einer Folge //
// (P;) ¥_oan, so gilt//

s/ 103 A= 1z0) (X 1w) und 3 B=(> z) (> w)//
(=0 §=0 k=0 =0 3=0 k=0
//  2.)Speziell gilt//

// Z (Z zjw,-y) = 1im (Z z)(Z wk)—(Z z;) (Z we) /)

n=0 3=0

o0

=
Bew: | z- zO|<m1n{ ,p} = Z lan| | z—2z¢]| <00, E [ bl | z=2¢|"<00 o
S3.

n=0 n=0

n

D av(z2-20) Doy (2-2,) V=

v=0

a0 (2-20) "bn (2-20) "+a1 (2= 20) "Dn-1 (2-20) "Has (2-20) bz (2-20) "4 ..
+an (z2-20) "bo (2-20) °=

(z=2¢) " (a0 (z2—29) Obn+albn—l+a2bn—2+ .. canbe=
n \ =
(z=20) VZ:; avbry $3.2.12
D (z-2z9)" é v ”V]—(Z an(z-20)") () bul(z-20)%)
n=0 e ———— n=0 k=0
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A3.5.3
D (o) z" fiir keN(fest), R=?

n=,0
-D... - +1 —
L6s:1.Méglichkeit :Wegen £ ) =4 D@ 0+ ] &
P n! a- n+1:(a+]) (n+1)+1
7
a+ oo - 1)...(@+dyY- n+1)+1)n+1 4+A-77
( Joi( ) (o + 2y ( ) ) ( )=Q2;%}D_, V 0eC, neN, =
(giﬂlw+l) - _—-a* 1
P /’—”—/’ IZ+1,’”///
a (n#-1) (i) 2RI +1 1+1 140
| n| = nAk-1+1=12 = /nj =1 2 R-l

|an+1| (o= ) (n+eeT) n+k l+k/nw>o01 +0 S3.5.4
n+l

2.Mb6glkeit mit Hilfe des R der differenzierten Reihe,

o0

Induktion nach k: 25'(2*k‘1)z“hat R=1

n=,0

//A2.1.8(1207) c)Beh:V peN gilt 0 <x,=3/p? -1 3 0//

2 n+1-1
k=1: 25 gﬂ ?z-—zs z" geometrische Reihe R=1
n=9» 1 n=9»
) n—+1 s >
fk=2: 3 ) om0z 3 2 hat =1 (ya, =¥n=1, 22.1.8 c))
n=9 n+1 n=L n=l
© (n+k—l) . -
kkék+1(k21):25' o z® hat nach Induktionsvoraussetzung R=1 a5 o7
\ e AN - o oo
\ ) N . . el n
\\ Die dlﬁ{fren21erte Reihe ég na,(z-zo) 1—£§'(n+l)am¢z
\ hat R=1. \\
\ N
a_ ., + K +k-1...k
\ Wegen (n+l) ofrl —(n+1) BFHE ) =
\ o) n+1)!
N\ + +hk-1..(k+
{? K)n k- 1)...(k 1)k=(:*k)k folgt

|
\ n:

Z\ (2+%) z°= 3" 1/k(n+1)a,.z" hat R=1.

n=o n=0

A3.5.4 Berechne den Konvergenzradius folgender Potenzreihen

n=0 n!
//83.5.4(2003) Vor:Sei(a,) 7_,<C, a,#0 V n>n, (fast alle), 3 %}g
n+1
/) Beh:Tn $3.5.2 gilt R=1lim| 2= |//
n— oo an+l
LOs:a,= C S | e L:nn“1+ DY (o o1 el = _1
n |an+1| n+1)"'n! \n+1 l+1/n)N e S354
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by 3 a4r(2x) g

k =0
0fallsn <m
; . ) — |
//81.7.4 (906) a€C n,m,k€N,, FjEN: 2.) (=) n! fallsn Zm//
m!'n-m!
E,Qm!
— "l 2 2
Lésia=— (2n) = | 2= = 4" nlnl _ Adn+)” 4+ D?
! A, | S1742) 1 (2n +2)! @n+1) @2n +2 QRu+D2n+1)

M+ )i+

2N+ 2 iow v . .

~”1 = )Y aw" besitzt Konvergenzradius 1 =
2n+1 n =0

22 a,z’" konvergiert fiur |z?|<1l und divergiert fiur |[z?|>1 =

1+1/n) -n® = R=(Hn” a, |)-1:(]£__1;1 (l‘l'l/n)_n)'l:e

k=1
ogn ogn 1
Lbs:a;ﬂllj = exp (log (nl: ) ) =exp (logn*log (né*))=exp(logn*——log n)=
n
1 5 _ _ _ logn ’
exp (1090 ) & (Limy5 ) =(limavs) = (limexp(| , |)7=1 =
0(n— o)

Y aw™ hat R=1 z Y a,z’* hat R=1
n =0 n =0

//82.3.20 (1452) 6.) (.)1-1/x<log x=<x-1 V x>0.

1 no o .
o9z _, 0, denn es gilt log n=n-1,

Beachte, dass

n
yotogn _2logvn _20n - 1) _20n) _ 2 aoa

n n

n n n
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S$3.5.7(2053) (Umentwicklung einer PR)

e
P
e
v
'f'
4
4/
g
il
5
El
i
|
1
| Y
1
t“u
\
5
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Vor:Die PR Z an(z-2z0)" habe KR R>0. Sei z0 mit |zy—-z©0 |=r<R fest gewahlt.
n=0

0 0
*

Beh:V z€C mit |z-zo |[<R-r gilt Z an(z—zo)“=2 br(z-z0)%,
n=0 k=0

o0
*

wobei V k&N, bk:=2(l)av(20 - z,)"" absolut konvergiert

v =k

//Idenditdten (900) :9.) Z Zam Z Z

u=l v=a

//83.2.10(1775) Doppelrelhensatz// \\

\ n n
//Vor:Seien a;€C fiir j,keN,. 3 MER mit \é‘ Z lajx| <M V neN,.//
3

\kZO
\
J/Ben:1.) S 3 Ja,l= ZZ lay | =:A€R.// "\
J=0 k=0 \\
// 2.)Ordnet man alle asx, j,k€N,, in einer Foige (bs) 7—o an, so gilt//
// N bi=aund 5 b3 ¥ ajk—Z Z ajk- N
1=0 ” 9=0 k=0
// Speziell gilt Z Saciin¥ ¥ o o5 bn
n=0 k=0 3=0 k=0 (1=0 \
/ \
///81.7.4 (906) 6.)V a,b,ze C ' nENOI. (a+b)” Z( ) afb™ k—Z‘( 1) bkak,
\
Bew:Mit 83.2.10 Zunadchst Priifung deeror flr 83 2.10 \\
Z av(Z_ZO)V:Z aV(Z;-V_OJ-}—H_J ;#: Z avZ Z yARY )k(ZO—ZO)V_>\O k».,JZ
v=0 v=0 a< <k <v=<n
n n * * I
Y X (Y)az-zo)(z0o-z,)" "> ,’
k=0 v =k
Z Z( ) lavl lz=z0 %]z 0 -z, |Vk£2 Z ) lavl 1z=20 %] 20 -z, | V"=
k=0 / v=0
I R N A < + 1z, -z
| av TJ N e (2 ZO‘ 2 2y
—O <R r T é <R -
Damit Vor Doppelreihénsatz '3 210 &rfurlt
Wende S83.2.10 an auf aw: =( )av(z zO) (zO— zo)V7E,
k=0,...,n; v=k,k+1,...,n; aVk::o fiir k=0,..,n; v=0,..,k-1 =2
S3.2.10

n * *

llmZ av (z-z0 #%}{32 Z( Y) av(z=z0) " (20 —z,) V=

n— o

0 * n 0
Z (z—zo0 )k E ( )aV zO—zo ) V= Z (z- zO ) ¥y
k=0 v =k =0
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A3.5.5 Entwickle

in eine Potenzreihe um -*» auf folgende
A
zwel Arten:

a)Entwickle

zuerst um den Punkt 0 und wende S83.5.7 an

//82.1.2(1250) Vor:

(z,) ,z aus C.//
//Beh:

1
13.)Fir z,= Z z", neN, mit z€U,(0) gilt z, = 1- 77 geom Reihe//
k =0
//A3.2.22

n— oo

#1

(1789)Beweise fiir x€ C, |x|<1 und keN,

- n+k-1
: 7————v:§] x//
\ B X n=0
//81.7.4 (906) n,m€N,:3.) () =(2_.) Nfalls n>m
\
— <« 1 \
Los: 2 T2 fir Ni<ls
A 1- 2z S2.1 o a, ~
\ RN
\ \\\
N\
Sei =z,=-1/2, z,=0 = r:=[%8p—z,|=1/2<R %
\ S3.5.7
\
-1/ 2 ;
1/ 1 Fir |z—LC/_2| B2 2 gite: N
I Z =1/2 \\
o0 oo * \
Z z“—Z by (z- io )X mit N
n=o k=0 (-1/2) \
11/ 0., e WY
b=y () ¥ (2= )= 32T S t1/2)
v %o %o <=0 517431 v ]
= 1
" — k+1
A3.2.22‘:’J‘_1/2‘<1 (1 _ (-1 / 2) )k+l _(2/3) 14 V kENO[ alSO

=D 2= (2/3)%*(z-(-1/2))* fur |
n=0 =0

-(=1/2)1<1/2
\
\

- Z

\
b) Forme um, sodass man direkt die geometrische Reﬁhe
anwenden kann,

um die Potenzreihe um -1/2 zu
Welchen Vorteil hat hier die zweite Methode?

\
erhalten.
|
\
\
\
1 A \\
. _3 _ \
LOS.I_Z 7_(2_(_1/2)) s konv \
2 — |
Zy | =‘
1 — \
- \
Su-2e-e1/2 Ze- 1z« \
2 - \
1 3 el < \
—— > (2/3" (2= (=172))) =D, (
3/2n:0 - -7 n=9»
#12/3(z- (-1

tir ze C,

\
z-(-1/2) |<3/>

sogar max Konvergenzgebiet R=3/2

72)) 1<l = 2/31 (z-(-1/2))
Vorteil:groReres Konvergenzgebiet

2055



S3.5.8(2056) (Abelscher Grenzwertsatz)

Vor:Die PR Z a,x* habe KR 1 & Z a, konvergent.
k=0 k=0 A
Beh:V Folgen (x,)<(l,-1)cR mit xnn:,w{,f gilt\\}ggz akxnk=2 ay.
N k=0
//S81.2.1 (406) Vor: K angeordnet, a/,bEK// N

//® 6.)latb| <|al+|b]| (Drelecksunglelchund)\ //

Bew:%}{cﬂf ak(xn)kzz llmak /k/) Z ax, Ay —Z av:\’ A, O<x<1

k=0 k=0

n n+l /
(l_X) Z AkX Z Akx Z AkX Z Ak 1X = //
k=0 k=
A() n A - A n A xn+l//
— +Z ( L,_/ ) X}Y_AHX :2 akxk_ \_V_Jn =
aoxo = a; / k=0 A(n—0) " asm 0

o0

, (1-x) Y x*=1, V 0<x<1,
/

(1-x) Z Akx—z/akx,

k=0
AZ x—A—,; A(1-x) Z x* Ax'=Ax1=A V 0<x<1,
0___————— ra‘)"‘—
/ ——————————— e} 0
Z a i B= (1-x) Z A=A (1-x) D x"=(1-x) ) (BA:-A)x"
k=0 / k=0 k=0

zp” €>0 I ko(E)EN: |A-A|I<E/2 YV k=ko(E)
4

1 D) axt-Al T (1-x) 1> (AR xF| S
k=0 k=0

O<x<1

e, - o w
(1-x) £=0 F(1-x) O A - A xi<
np k:n0+1\_ﬁf2__J
Z |2, - Al =k(e) </
Z x” 1 - x)k(e)
(1-x) k() +e/2 (1-x) =2t <~ 4 g/2<¢
0— vergrsBert <g /2Vx:(l- x)<
T S0 2k(e)
T-x

//83.5.6(2050)Vor:Die PRen Z a,(z-z,)" und Z b, (z-20)" haben KR R bzw p//

n=0

// 2.)Mit cn:=Z aw,, nENy gilt V ze C mit Iz—zol<min{R,p}://

k=0

// Z Cn(2-20) Z a;(z-20)7) (Y by(z-20)%) (Cauchy- Produkt),//
k=0
// wobel alle 3 Relhen absolut konvergieren
// Der KR von Z ch(z-2,)" ist daher Smin{R, p}//
n=0
Bem:S3.5.6 2. Z axz"= ( Z 1*z (Z axz”®) ;: Z Z 1*a,  z"
T Zy— k=0

=Z z“Z 1*a,x #=Z z“Z 1%a, =3 Az fir |z|<1.
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0
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Andere Formulierung:

Seien ax€R so, dass die Reihe Z ax konvergiert. Dann
k=0

konvergiert Z ayx® V x€(-1,1] (Konvergenzradius 1), und es
k=0

gllt 1‘3‘{{1 Z.o‘ aka:i‘ Ak .
k=0 =

//S83.5.4(2003) Vor:Sei(a,) *_,cC, a,#0 V¥ nxn, (fast alle), 3 lim|Z=
n— o an+1
. ' a
// Beh:In S3.5.2 gilt R=1lim| Za t//
n— o an+1
//82.1.2 (1250) Vor: (z,)€C konv mit z, "z, z€C.
1
//13.)Fir z-—Z: z", n€EN, mit z€U,(0) gilt z—»l_ (n—), geom Reihe//
k =0 ;1
Bew: S3.5.6 2.) Kurzform
VzeC, | z- zol<m1n{RP}:Z Chl(z=20)" =
—=" A\ n=t
/// \
(D as(z=20)) (Y bu(z-20)%), cai=) abay, neN,
3=0 / _k=-- == =0
/ /iii ———————— )
konvergieren absolut. KR cn(z-20)" <min{R, p]
n=0
Konvergenz wvon kz_:o a, mit a,.;<a, o
k . l a Z
Z: ax* hat Konvergenzradius 110 b 1 = R2=1
k=0 n= o an+1 Ay <a,
: _ k —
Mit f(x)—Z agx”s, A—Z ay R

O0<x<1l k=0 j=k+1 k =0 j=k+1 koo
X k
D x
N-1 I
Reihenrest |ry|<e V k=N = |f(x)—A¢<<(1—x)(2§ x*r .+ € 5 )
k_O XN xk

N-1 . SXN N-1 . EXN
—(1'X)(Zxrk+“ﬂ L (1'X)Zxrk+“ﬂ—>e(x—>1_)

klein:ix—1 @,__z — 1- x kleinix—»1 “——— —

feste Zahl -0 feste zZahl -0

N-1 N-1 N-1
1Y ] <1 ) xF I <)) Ir.l
k=0 k =0 k =0
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Die Reihenreste r,= Y a, bilden nach $3.1.2 4.)eine
k=n+1
Nullfolge. Also gibt es zu jedem € >0 ein n¢eN derart,
dass |r,|<e ist flir n=n,. Daher folgt fiur 0<x<1:
ng-1 0 ng-1
|£(x)-A] <(1-x) | 3 'z, [+€ (1-x) ) x"=(1-x)| Y x°r,|+ex™
n =0 n=ng n =0
In dieser Abschatzung geht die rechte Seite fir x—1.
gegen € und daher folgt |f(x)-A|<2¢, wenn x dicht genug bei 1 ist
= Beh.

A3.5.6 Bestimme den Wert der Reihe ) ) .
n =0 n + 1

n+l

0 X

Hinweis: Benutze dabei log(1+x)=§O (-1)=n+l
Los: Abelscher Grenzwertsatz: a,= ) eR,
n+1

Y a, konvergiert da alternierende harmonische Reihe.
n =0

-1n"
n+1

0 o0

b)

Dann = ayX"=i-

]x“ konvergent V x€(-1,1] und

) ch lim ¥ 1 lim ¢
a, hier 2 (n+1- wor Z=O (n +1)yx= x50 1/xZ

n=0 n=0

lim Z‘ I Z

T
X 1 n =0 n n =0

n+1 xPtl=

lip 1/xlog (1+x) 1*log 2=log 2

"
log stetig, 1/ x stetig
—4 %
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A3.5.7 Konvergenzradien?

a) Z sin(%rﬁk)xk.

k=1

//83.5.2(2001)%u jeder Potenzreihe) a.(z-z,)* 3 genau eine Zahl R mit

k =0
// 0<R<ow, der Konvergenzradius (KR) der PR, mit der
// Eigenschaft:

{konvergiert absolut Vz€ Cmit |z- z,|<R
Zo) "

divergiert VzeCmit |z- z,|>R

// k=0 dx(z-—
// Ferner gilt R=1/%}£@ﬂ yla.| (Formel von Cauchy-Hadamard),

// wobel %:=oo, % :=0

Los:ay ...sin(0), (%n) , sin (m) ,sin(%n).FO,l,O,—l,O,l,O,—l. ce
-1,0,1 werden o oft angenommen. -1,0,1 einzige HW der Folge der a, =
lim=1, lim__1 = Jlim« = -
e lr o lSL;S_Z P |ak| k‘-utkm:ll = R=1
p) Y 3k*x’k.
k=1
Loés: Y 3k*x¥™= 3 §*x)=3 by*x! mit (by)=0,0,1,0,0,1,0,0,1... 3 lim
=1 k=1, j =3k j=l S§3.5.2 ko
VI 1 =1 =
R=1

c) ) x% " mit ¢: NoNbijektiv

k=1

//82.2.1(1301)

//Vor:Sei z, konvergent mit z, = =z

//Beh:Jede (.)Teilfolge (z, ) von (z,), (.) Umordnung und (..)triviale

//  Abdnderung ist konvergent mit z, = =z

n— oo

Los: Sei |x|<1 = Z x¥ absolut konvergent =2

S§2.2.1
k=1

|x]|<1: Z x* konvergent nach beliebiger Umordnung mit ¢
k=1

0

x=1: Z xqp(k’=2 1¢‘k)=2 1= divergent, unabhangi g von ¢ = R=1
k=1

k=1 k=1
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A3.5.8 Vorgabe:Z ax¥ mit R.
k=1
a) R nach Anderung endlich vieler ay?

Lés: R’ von ) a, x* mit a, =a, fur fast alle k = M={k|a, #a,} ist endlich

—

k=1 -

Folge d=a, —a, = d, fast uberall 0.

Sei RE[0,®] wvon Z ayx* (d.h. konvergent V x€R, x<R) =

k=1

0 d k o .
Z a,x + 2 dix Z (axtdy) x Z a, x* ist konvergent V |x|<R.

endlicc h = konvergent

Sei x€R, |x|>R. Annahme Z a, x* konvergent =
k=1

Z akxk=2 (a, -dy) x* konvergent =
k=1 k=1

Widerspruch zu Z ayx® konvergent fiur |x|<R =
k=1

|x|<R = Z a, x* konvergent & |x|>R = Z a, x* divergent
k=1 k=1

b)R nach Streichen der Hilfte der a,, d.h. a; =asx.
Los: Bsp (ay)=1,0,1,0,1,0,.. =

lim 4fq,[=1 = R=1 fiir Z a,x*

Z anx=0 V xeR = R=w fiir Z anxk
=1

k=1

c) (by) ist Nullfolge. R fiir a, =a,+b,

< 1
Loés: Bsp a,=0 V keN d.h. Z a,x"=0 bk=; =

k=1

R=w0 fiir Z ax*, R=1 fiur da Z (ax+by) x Z x* divergent fiur x=1

k=1 k=1 k=1

d)R nach a, =c*a,.

1
k

Los: Z a,x* konvergent < Z c*a,x* konvergent = R bleibt

k=1 k=1
e) R nach a, =a;

Ng * i =0k 1 k -k =01 =
Lés: Sei ax=c™, c#0 = lim g/, c? = R=c

a, =c** = R’=2R
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