3.6(2100) Spezielle Potenzreihen und Funktionen

Sachverhalte von S3.6.1 bis D3.6.1 werden teilweise ab D3.6.2 noch einmal
entwickelt, jedoch aus etwas anderer Definitionsgrundlage.

S3.6.1(2100) Eigenschaften der komplexen Expotentialfunktion

)Y z€C gilt exp(z)=e=1iM (14z/n)»=) =

nme v= v !
//81.7.4(906) Fur a€C und n,m,keN, je N gilt
//6.) Aus 1.) = Binominalsatz. V a,b,z€ C und neN, gilt

// (atb) ™ =I L) akbn‘k:I L] prkgk

//83.5.2(2001)Zu jeder Potenzreihez ay(z-z0)* 3 genau eine Zahl R mit

k=0

// 0<R<w, der Konvergenzradius (KR) der PR, mit der Eigenschaft:
. {kanvergierl absolutVze Cmit |z- z,/<R
/) é; a (z=24)F divergiert VzeCmit |z- z,|>R

// Ferner gilt R=1/%}gzﬂbﬁ\(Formel von Cauchy-Hadamard),

// wobeil gl:=w, Eap
O o0
//S3.5.4(2003) Vor:Sei(a,) *,cC, a,#0 ¥ nzn, (fast alle), 3 lim| == //
e ar+l
// Beh:In S3.5.2 gilt R=lim| Za|//
e ar+l
Bew: Yy 2 -(l+z/n)" = 'Z ~1m=s,.
v=o V! S1.7.46) v=0
(o) l\:n(n- o-2.. .6 ”LL (1-1/m) (1-2/m) .. (1-Y" 1) o
n‘\ vin' R G S n
c I \/_-_1__——v
5.:=) — {1-(1-1/n)) (1-2/n) .. (1~ ))z' , (Klammerausdr €(0,1))
AV n

Mlt S3.5.4 Prifung: 2: z abs konvergent?

v =0 A% 1/// \
' ENEES et '
a., .- — = 3
¥ zeC, — = ——=V+1 o+ 0 =00
I ‘av+l| _v V= o0 $3.5.4

I - ' '

Mert? Falls %}TISHI=O, dann %}TSH=O
| @ v w
Wahle k>0, k fest:|z|<k = Z_SZO

| v=0 !

| > v
20 /2 3 n(€)eN: D X <e/2 ¥ onsn(€) =

v=n,+1 V !

I - -1 o
SIOOZS + Z i(l'(l/n)(l'v ))l_%|v Z

ng r”

|
v ! v Ve
v=ng,+1 - =k
= <e/2

— 0(ng— )

ny

S, |<Z—(1—(l-1/n) (1——))k‘ +E/2 = |S,1<& Y n=n, (&)

1:()

<&/2 Vnzn(€)2ng .
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2.)V z,,z,€Cgilt "™ =e e®” (Additionstheorem, Funktionalgleichung)

//83.2.12(1782) Vor:Seien (z,), (w,) cC und ii | z,| <o, ji | wy,| <c0.//

n =0 n =0

s/Ben: 2.) Y (Y zwe)= 1Y 2y (X wo=(Y 20X wo.//
3=0 Jj=0 k=0

n=0 =0 k=0
//81.7.4 (906) aeC ' n,m://
(0fallsn < m

/7 2.)02) = n'! //

,fallsn =2 m
m!'@n- m!

//6.)V a,b,z€ C ' néEN,: (a+b)” = § (2) akprr= § () prrak//
k=0 k=0
? o0 5 n J n-j

v Z = « Z z x 1 n! i
Bew: " *g2 =( —) ( =) —L 2 = — o Zi
€ € Z ] Z 212 Z::) = J!'(n- ! Z::) n! o - Hr !

S1.7.42) — N i S1.746) = n
Andere Formulierung:
V z,,2,€C: exp(z:+z;)=exp (z1) exp (z,)
0 1 n 0 Z.j 0 Z”‘./ = Zj 0 Z”
Bew: exp(z;+z,)= Z —Z (7)gigni=d 2Ly 2 = ) J——
pr N 22 B = Jble= (n- ! = Jla (m- !

=exp (z:) exp (z;)

_ 1
3.)(e’)=g7, le*|=e*7, e*#0, e*=— V zeC.
e

//(801)Eigenschaften der komplexen Zahlen//

//Fiir z,z,,z,€C gilt//

//l.)Re Z=l/2(Z+£) 3,);22, 212222_1‘2_2, [Z_l]:

//81.6.2(802) Vor.: Sei zeC 1.)|z|=z -z //

\:()Vll 5'17’43)\:U v !
|eZ|2 - ( z (ez)zeze; = Z+;:e2Re Z:(eRe z)2 =
S51.6.2 1.) 2.)

/
eze‘2=¢z‘z=e0=l7—‘0 = e7’=
/

0|~

<~

4.) e*|=1 T, Re z=0

Bew: |e?|=e*? & Re z=0, d.h. V a€R ist |e*|=1!

# z= ,? +io = efer=el=l=|e?|=|e%|=|e!*| = |ei*|=1!
=Re =z
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5.) V neN und V x€R ist exp (nx)=[exp(x)]?, exp(x/n)=iexp (x
(

eE)“=ex,(exp(—%))“=exp X
n

//D1.9.4(1156)//

// (.) Sei eine natiirliche Zahl n>2 gegeben. Nach//

// Vorstehendem schlieBen wir, dass die Umkehrfunktion von //

// xPx® auf [0, o) definiert ist. Wir nennen sie die nte //

// Wurzelfunktion und schreiben auch xif=vg fir die nte Wurzel//
// einer Zahl x>0. Diese Definition stimmt fir n=2 mit der //

// friheren Quadratwurzel uberein.//

1
//#(..)a>0, r=p/q, p,qeN, a*:=Ya", a*:=27ﬁf//
a

Bew:Die erste Gleichung folgt induktiv aus der Funktionalgleichung,
die 2. folgt dann aus der Def der nten Wurzel.

exp () =(exp (£ ))"=(5/c )= =
m m

em

2102



S3.6.2(2103)
Vor:Sei a€R, o>0 und der Kreisbogen C,: Summe der e'f, elf#el* V 0<t=<a.
V neN sei Z,:0=ty<t;...<t,=a mit A ty:=t,-t,;=0/n fir

\\ n

v=1,2,..n, einé Zerlegung wvon Kb(ﬂ und L(Zn):=25 |€m - et |
v =0

Beh:3d Im:=%}§142n) und es gilt Le=a. #;;=em=e“~#
#Zahlreiche eigene Hinzufligungen zu unvollstdndiger Mitschrift
#Fur e'* ist nach 83.6.1 4.) |e'*|=1 = V a€R ist e'* in der grafischen

#Darstellung ein Punkt des Kreises um (0,0)mit Radius 1, d.h. Beh sagt,
#dass o=Bogenléange linksldufig von(1l,0) bis e'®

sin o

gleichschenkliges Dreieck == Kreissektor

n—r oo

Aty

ei*=Re e!%+i (Im e'¥), Z,=0=t,<t;<t,<...ty1<t«<...<t =
L1 | |

0 t, tvo1 Ty a=t, Av=tv—tv_1=0(/n, V::I_, 2, I L (Zn) =

5 it,. n
|&“em”22,|;fﬂem‘lkg

v=l v=l

elV\ -1 .

Wo liegen e , v=0,1,...,n. Abstdnde gleich groB gewdhlt.

2103



//S2.3.18(1409) 4.) (1408) | (1+z/n)"-1-z|<1/2|z|%cld V zec, n>2//
//#LIM | (14z/n)"-1-21<1/2|z|%clEl ¥V zeC, n>2//
//9.)1e’l=1 e Re(z)=0//

- ) ) < < . it i
Re z=0 o z=ia, e’*, «a€R, O=st=sa:e #e

——
S§2.3.18 9) nochnicht zB 5mal durchlaufen, linksdrehend

Bew: |e?|=1
1=e'’, Re e'*=cos a, Im e'*=sin o, Bogen hat die Lange «

O<t<t*<o #0<tSt*<o# = elf#oit”.

, - %k
Annahme 3 t<t*, #0<t<t*<o# miteT=oit* = Osiw«x (t-t*<0)
- > >0

= 1<t—t*+u>=ei(t-t*>eiaA eit=git* = ei(t—t*):l = it trra =7. ol =

t-t*=0 Widerspruch zur Annahme

a

| gtt =gt [ =] oif1 (i B =1) | =| etVi-1]=| ei;'—ll, v=1,2,..n
n
D leiv-gitrl=nl i-11,
v =1 e
$23.189)
—
a 2 @
o i~ a _a la -
D [ Lo PP By
| 13_1|:e"1'1_+1_ n n n 271‘ N
e n ;_______V______El h,Il a 2«
5 a i a._a la
o~ Ai—|-]e -hz—JZ—-——Te
4P n non n
$23.189)
la® “
<a+—-—e"
. . O el
Abschatzung nach oben/unten Hlelg—ll 2 noo= n|el;—1| = o
= 11— oo
Za—lg;e”
2n

D3.6.1(2104)Sei 2m der Umfang des Einheitskreises. Dann heiBt o€ (-m,m]
der Bogenmal-Winkel des Kreisbogens von 1 nach e'* auf dem
Einheitskreis. Wegen e!@*M=gi* V k€7 sei a geradlinig von
(-m,n] auf R fortgesetzt.

Bem:In D3.6.1 wird bei a>0 der Einheitskreis i=e
von 1 bis e'* entgegen dem Uhrzeigersinn a
(Math pos)durchlaufen. e'*=Re e'“+Im e

Ladnge Bogenmal entspricht Winkel

im/2
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D3.6.2(2105)
1.) V aeR sei

cos a:=Re e™*=1/2 (e'*+e™™) und sin o:=Im e'=— (e'%-e™“).
1
//(801) Eigenschaften der komplexen Zahlen//
//FUr z,z.,2,€C gilt//

_ 1 _
//1.)Re z=1/2(z+=) Im z=— (z-z)//
1
Bem:Mit Rechenregeln fiir komplexe Zahlen folgt fur x€R:
1.)e**=cos x+i*sin x
Bew: cos x+i*sin x=1/2 (e™+e™)+i— (e™-e™*)=e™
1
2.)cos’x+sin’x=1
3.)|cos x|, |sin x|<1 (#d.h. f(x)=sin x bzw cos x: R—[-1,+1])
und sin 0=0, cos 0=1
2.)Allgemeiner sei V zeC

. . : 1 . ‘
L] cos z:=1/2(e+e™*) und sin z:= — (e'*-e™)
1

Andere Formulierung

x 5

) _1k 3 s
e sin z:ZZ (7)22k*1:z—2—+2 -, +..

oo 2k +1)! 31 5!
0 _ k 2 4
cos z:=Z —(/ D z=1-2_4+Z - ...
“(2k)! 21 4

Bem: (.)Beide Potenzreihen konvergieren absolut V zeC ..
0,nungeade

. . 1 - . ..
Fiir sin: z/a, =1 1 =~ 0 = p=—=0w,....3hnlich fiir cos
——,nungerade .- 0
n 'n!

(.. {COSXERV <ER.

sinx € R
Verbindung ® < @ @ siche S3.6.3 2.) Gleichungen &

sin z

3.)V zeC mit cos z#0 sei tan z:= (tangens z)

COs zZ

a

CcO
V z€C mit sin z#0 sei cot z:= (cotangens z)

D3.6.4(2105) Hyperbolische Funktionen
cosh z:=1/2(e*+e?) V zeC (Cosinus hyperbolicus)
sinh z:=1/2 (e*-e?) V ze€C(Sinus hyperbolicus)

sinh z )
tanh z:=coylz, V ze C, cosh z#0 (Tangens hyperbolicus)
cosh z .
coth Zi= T V ze C, cosh z#0 (Cotangens hyperbolicus)

2105



S3.6.3(2106)Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen
V z,2,,2,€C gilt:

. . ) . .
l1.)cos z=cosh(iz), sin z=-—sinh(iz), e’=cosh z+sinh z
ad

//D3.6.2(2103) 1.)V a€ER sei sin a:=Im ei“=7—1_ (e**-e™) . //

Z1
Bew:sinh iz=l/2(eiz—e‘iz)=ii T i*sin z usw
21 D3.6.21.)
X Z2\' .
2.)cosh z=cosh(—z)=2 , gerade Funktion.
= 2w
O Z2v+l
sinh z=—sinh(—z)=2 ——————, ungerade Funktion

= Cv + D!
KR R=o0
Bew:A3.6.4 2.)

3.)cosh(z,+z,)=cosh z,cosh z,+sinh z; sinh 2z, (Additionstheoreme)
sinh (z,+z,)=sinh z,cosh z,+cosh z; sinh z,
speziell:cosh?z-sinh?z=1

Bew:A3.6.4 3.)

4.)Auf R gilt: cosh x#0, sinh x=0 & x=0

o0 2v o0 2v

X X
Bew:cosh x=1+VZ:]‘ 2!, sinh x=x (1+VZ:: 2y +1!)=0 & x=0
—_—— %/—/
=0 auf R >0 auf R

Sonst Bew wie oben, siehe auch A3.6.4...cosh 0=1
Bem:cos z und sin z sind in C nicht

beschrankt.

Beachte:cos ix=cosh x, x€R

, , 1 , ,
//D3.6.2(2103) 2.) zeC, cos z:=1/2(e**+e™*?) und sin z:= >3 (e'?—e™%) . //
1

//D3.6.4 (2150) cosh z:=1/2(e*+e?) V ze€C//

D3.6.4
1/2 (eti*+e™x)=1/2 (e™*+e*) = cosh x
> o

Aus 3.)mit x=cosh t, y=sinh t, y’=x?-1, sinh t=.cosh’r- 1

Bew: cos ix -
D3.6.

N

2.
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C o sh

Coth

Sinh

Tanh

TM

Sinh

0 th

Hyperb Fkt
AufR
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S3.6.4(2108) Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen
V z=x+iy, z.,z,€C gilt:
1.) ® Grundlage D3.6.2 2.) ©
exp(iz)=e'*=cos z +isin z (Eulersche Formel),
ei=e*e¥=e*(cos y +1i sin y).
ix. COSX . sin x

V x€R gilt: exp (ix)=e**=__ +i2 = cos x=Re (e?*), sin x=Im(e®*)
eR €R
. - 1 . . 1 . .
Bew:cos z +isin z=1/2 (e**- ‘“)+1§——u#l—e”l)=2gfe“=e“,
1

z=x+1y, e?*=e*v=e*el¥=e*(cos y+isin vy)

Andere Formulierung Bew Grundlage D3.6.2 2.) @ @ :
e e Alle folgenden Reihen sind absolut konvergent, deshalb
o (I-Z)/\ . I-ZI\'ZZ/( . 22/\'+I . ( 1)]{ . (_ 1)/( Z2k+l

Vo2eC: e kI -2 QO 2 e Qhk DT 2 (26)! +i£ (2k + 1)1

= cos z +i*sin =z
ix_ COSX . sin x

® 400 VY xcR gilt: exp(ix)=e*=__"" 41 _" = cos x=Re(e'*), sin x=Im(e'®)
ER R

2w
0 Z

2.)cos z=cos(—z)=4‘S (-1)Y EW!  gerade Funktion, KR=w.

v=0
2v+1
@0 Z
sin z=—sin(—z)=£§ (-1)v @v + D1, ungerade Funktion, KR=o.
"

//83.6.1 (2100)Eigenschaften der komplexen Expotentialfunktion//

//1 )V zeCc gilt exp(z)=ez=lim(l+z/n)n 25 'Eﬁ (siehe auch S2.5.1 4).//
v =0 A%
//83.2.5 (1750)Absolut konvergente Reihen - und nur diese - sind auch//

// unbedingt Konvergent und jede ihrer Umordnungen hat denselben Wert//
//Bem:Ist eine Doppelsumme 25 a, absolut konvergent, dann darf//

k=1
// die Summationsreihenfolge vertauscht werden.//

//Bem:zs | a,| <o & 25 | Re a,| <o und 25 | Im a,| <oo//

v=0 v=0 v=0

—_ 0 . n
- Z (lZ) -

. _ ——

Bew: (.) e'#83.6.1 =" 1 absolut konvergent V z€C s325

Z@' (l)QV 2 ZOC‘ 2\ *12v+1 ) )
y— (2\/) ! = 2,\/ + Z ZZ\' Z ZZ\/H

: 2v 2.y , v=0 v=0

elz= @7 =) =" 4 FEAR SR = (_1)v(2v)!+i (_1y/Qv +1H,
2v 2v+1
w Z 0 Z

(.. )giZ:Z (-1)v @w! _j_Z (-1)Y @v+ D! 5

v=0 v=0

2v

© Z,
@ cos z=l/2(e”+eﬁl)=;; (-1)Y CV) ! =cos(-2), entsprechend
ZZ\/+I
: y v
®  sin z=§£f(e”—e‘“)=v (-1)Y @v + D!=_g5in(-z) oder sin(-z)=-sin =z
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3.)cos (z1+2,)=Ccos z.CO0S Z,-sSin z; sin z, (Additionstheoreme)
sin(z:+z;)=sin z,cos z,-cos z; sin z, Funktionalgleichungen)
speziell: sin?z+cos?z=1, cos 0=1

z1+2y z

//83.6.1 (2100)//2.)V z1,z2€C gilt € =e
Bew:cos z,CO0S z,-sSin z; sin z,=

1

1/4 iz) 4 -1z izy 4 -izy Y iZ|_ -iz iz, — -iz, =
/ [(e e ) (e e ), i (e e ) (e ]53.6.12.)

+
1/4[ei(zl+zz)+ei(z|-zz)_|_e-i(zl-zz)_|_e-i(z]+zz)+ei(zz+zz)_ei(zl-zz)_e-i(z 22)_|_e- ‘(z]+zz)] =

1/2 (gt + grimn)) =cos (z:+2.) ,
Z1=2, Z,=—-2Z, cos’z+sin?z=cos 0=1

//83.6.4(2107) V zeC: 1.) exp(iz)=e'*=cos z +isin z//
Andere Formulierung Bew sin?z+cos?z=1:

_ _ D = . « .
l=exp (0)=exp()iz lZ)S3ﬁ.1Z)eXp(lZ) exp(-1z)
cos(-z) ,.sin(- z)

—=Cos z = sin z

//81.6.1(800) z=x+iy, 4.)|z|:=Jx>+y> =0//
4.) V x€R: |e™| ;:)|i°3x +1 X = sinix+cos’ x Sl

A
W

S$3.6.31.)

(cos z+i*sin z) ( =cos?z+sin? z

ER ER
et Trigonometrie:
H sin o=G/H=(G/H) : (H/H)
in x

cosx G cos Oo=A/H=(A/H): (H/H)

H/H G/H

o

7 A/H yay

5.)cos 0%1, sin 0=0, cos mw/2=0, sin m/2=1, i§=i, cos m=-1,

sin m=0, cos 3m/2=0, sin 3m/2=-1, e—%:-i,

Bew:1 = =« = cos /2 +isin mw/2 = cos w/2=0, sin =w/2=1,
piel € 2 s4.631.)
-1 = = cos @+ isin m=-14+0 = sin m=0, cos m=-1
D3.6.1 S4.6.31.)
-i = | = cos 3m/2 +isin 3m/2, cos 3m/2=0, sin 3m/2=-1
D361 € % 54.631.)
6.)cos(z+n/2)=-sin z, sin(z+m/2)=cos z
cos (z+m)=-cos z, sin(z+m)=-sin z, cos(z+k2m)=cos z,

sin(z+k2m)=sin z, e**?=e? V k€Z.
Bew:cos (z+m/2)=cos z cos mw/2- sin z sin m/2=-sin =z
sin(z+mw/2)=sin z cos ®/2+ cos z sin w/2=cos z
cos (z+mw)=cos z cos - sin z sin m=-cos z
sin(z+m)=sin z cos @m+ cos z sin m=-sin =z
cos (z+2m)=cos z, sin(z+2m)=sin 2z,
cos (z+k2m)=cos z, sin(z+k2m)=sin z V k€Z

ellztkem —giz = g (ZHKIM) —g2gikil —g2z (kT —cog k2m+isin k2a=1+i*0)a)sin z=0 <

z=km fiir ein ke&Z.
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7.)sin z=0 & z=kmn fiir ein k€&Z.

//83.6.4(2107) Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen//
//4.) sin 0=0 sin n=0 5.) sin(z+k2n)=sin z V k€&Z.

//S3.6.1 (2100) 3.)|e*|=e"? V zeC.//

. 1 : .
//D3.6.2(2104)1.)V aeR sei sin a:=Im el“:? (et?-e™%) . //

1

Bew: |e?|=efe®

= )Fiir z=km, k€Z gilt sin z=0

S3.6.1

(®)Es sei z=x+iy (x,y€ER) mit sin z=0, Z.z z=km (k€Z), d.h. x=km, y=0.
e".f - e'17.

21

|et* ¥V |=|e¥ | = eV=e¥ = y=0 = z€R = z=kn fur keZ.

Es gilt sin z=0 & =0 & el"=e™* & elFV=evi* =

8.)® Nullstellen cos z sind alle reell ee cos z=0 < z=km+m/2 fur ein keZ.
//A3.6.3 Zeige fiir z=x+1y€C:|cosz|?=cosh’y-sin’x

//83.6.4(2107) Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen//

// V z=x+iy, z,,z,€ C gilt: 3.)speziell: sin’z+cos?®z=1.
//83.6.3(2105)Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen

// V z,2,,2,€C gilt:

o0 2\
Z, .
//2.)cosh z=cosh(—z)=2 , gerade Funktion. KR R=w
= 2w
Bew:®Fiir z=x+iy ! [cos z|’=cosh’y-sin’x = sin’x=cosh?y =
A3.6.3 cosz=0
>0
3
. . Vv
sin’x < 1 % coshy = 1+S Yy >1 = cosh 0=1
$3.6.47)) s3.6.32) va (2v)!
—
>0
=4
_ (S — —
= (COS Z_O0052g+sinzz:1:>sinz::lﬁcoshy:l y_O) = Z_X€R°

=0

®e Fs gilt sin(z+m/2)=sin zcos mw/2+cos z sin m/2=cos z V ze€C.

Dann gilt cos z=0 & sin(z+mn/2)=0 < z+n/2=];n ];EZ o

z=};n—n/2=(};—l)n+n/2 (keZ) < z=kn+g (keZ) oder wie in a)

tanz, + tanz,

9. ) tan(21+22)=
1 - tanz tanz,

10.) V z=x+iy €C gilt cos?z+sin?z=1, |e*|=ef*

//S1.6.2(802)Vor. z€C 1.)|z|=+v; 3//
Bew: cos?z+sin?z=(cos z+isinz) (cosz-isinz)=el?e ?=e0=1.

#le*Y|=|e*e|=|e*(cos x+isin x) |=|e*cos x+i*e*sin x) |=#
2 2 . 2
#\/e “(cosx”™ +siny”) _ o7 —er=eke
1
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A3.6.1 Zeige

a)sin x=2sin(x/2)cos(x/2) fir x€ER.

Bew:sin x=sin(x/2+x/2)=sin(x/2)cos(x/2)+cos (x/2)sin(x/2)=
2sin(x/2)cos (x/2)

b)l-cos x=2sin?(x/2) fir x€R

//83.6.3(2105) Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen
V z=x+iy, z.,z,€ C gilt:

//3.)cos (z,+2z,)=COS Z,COS Z,=sin z; sin z, (Additionstheoreme)//

cos?(x/2)-cos x=1-sin?(x/2)-cos x =

. taa z
Bew:S1in (X/Z) Ac/dt/?,zl‘:zzz.\’/Z

l-cos x=2sin?(x/2)
Bem:Die Aussagen a) und b( gelten sogar fir ze€C)

tan x + tany .
c)tan (x+y) = fir x,y€(-n/2,n/2) mit x+y#=xm/2.

]l - tanxtany
siny . sin x
sin(x + vy) cosxsiny +cosysinx cosy cosx

Bew:tan (x+y) = = : : ,
cos (x +v) COS X COS Yy - sinxsiny 1 - sln x siny

COS X COS Y
tanx + tany

=—, falls x,y¢E£+kn und x+y#mn/2+kn, insbesondere
l - tanxtany >

x,yE€(-n/2, w/2), x+y#xm/2+kn, keZ, x,yeC.
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d) 0<x-x°/6<sin x<x fur x€ (0, /6)
MAls Vorbereitung Variation des Leibnizkriteriums:
| Vor:a,l 0 (n—w)= a>O YV n

| N

Beh:Z (\L) an konv und m1t S,= 2 a\,:DENOU{—l},
n=0 ) \ / \\ v =0
N
=Z Vargilt:S, L S(M90), Sum T S(n—w) und
=0 /\ N

| S— Sn 1 <a, V r}ENO,\lnsbesondere Sen-1<S<S;, ¥V neENp.

N

/ -
Bew: S,;n=Ssn-2—82n-1t82,=S2n-2 m\lev\/__n?</s?n_2 V\QGN
/ 0 _- \\
(aZn//- a'2n+‘ ) /// \\
Sont1=Son1t - >SZB—/I da anpl A neN,. \\
>0 P N
/ ~ , ~
82:=S2n-1+22075202 ¥ NENy, insbesondere Sxa=S5:-8uX8zn
S,,<S,= a0 V/rf Soni1<Se=ae V- A STSnm<Su<Sa a,.  Also
Son L -Ghd  nach unten DBeschrankt = 3 S: 11@ Son-

Sonsi T und nach oben beschrankt = 3 S*:=%}§ Sontt -

S

S - .
Sanus 2“)=—%}T am:+=0 (da a, — 0 nach Vor)

n+1 ‘ n— o

=17 agn

Wegen S*-s=11im

n— w

folgt S*=S = 1i@ S, existiert und =S (denn S ist einziger HW von

(Sn)) Z: (-1)Yay konvergiert.

Weiter gilt S2nl<s<s2n V neN, (da S, T S(n—w) und S,, L S(n—ow))
S - 57111-1 < S7f11
= | S_Sn—l | = H - -
52/11—2 - S < Slm—l - Sh::l/:aflm—l

also |S-S,.;|<a, V n€N,.

- S, =a,, =a fa/lsn =2m
fallsn =2m +1

no.

n’

Jetzt zur eigentlichen Aufgabenstellung z.z.
0<x-x°’/6<sin x<x fur x€(0, /6)

Bew:1.Mo6glichkeit (mit obiger Variante Leibnizk)

2n+1 I

Sei x€(0,+6) bel. fest, ayi=—0—, S;:=) (-1)'a, =
@en + 1! v =0
sin x=Z (-1)Yay, S¢=x¢=%, S;=x-x°/6 =
v =0
an+ + ' 2n+3 2
a, . denn ———L=(&l ! XA = £ .§.§_<53=1, da
a, Cn+23!'x™ CGn+2E@n+3In=0 6 6

(0,6) = a,~ 0, denn 25 (-1)Yay konvergiert absolut

n— oo

(Konvergenz ist ja schon bekannt) Leibnizkriterium anwendbar: =

< .
» % (1-%°/6)=x-x3/6=S<sin x<S,=x
=€(0,6)
Sl
S,, L sin x, S,pn T sin x = T . <sin x<Z°
O0<x- x

(x-x3/6=x(1- x%/6)>0)

2112



2.Mdglichkeit x>0 (direkt) 0<x-x?/6<sin x<x fir x€(0, /&)

//83.1.2 (1602)Rechenregeln filir unendliche Reihen//

//Vor:Seien (z,), (w,) € C und Z ZV,Z w, konvergent.//

v=) v=
//Beh:Notwendiges Konvergenzkriterium//

// 6.)Ist (ny)[_, mit ne:=0, m<ng, keN, eine Teilfolge von //

n,,.-1

// (n) ?_, und setzt man cy:= Z zy, VEN,, (zwischen n, und ny;
k=n,

// gibt es einige ny) so konvergiert die unendliche Reihe //

o0

// Z cy und es gilt Z cv=) =z, (d.h. in konvergenten Reihen//

v =0 v =0 k=0

// darf man beliebig Klammern setzen).//

2v+1
X

(.)sin x-(x-x°/6)=sin X_X+X3/6=VZ:; o m S3.1.

8]

6)

konvergent*

5 7 g 11 5 2 9 2
x~ X = x <~ X X

F-, == (1- )+ (1- )+. .
5! 71" 9! 11! 5! 6 * 7 91 10 x 11

du+1 2
0 X X 5 2

1- ) X
) Gu + ! @u o+ 2 (4M+3))2X

(1-
w=2 5! 6% 7

=0 >0
x?<6°7=42 = x<.[g =
sin x>x-x°/6=x(1-x°/6)>0 V x€(0, /5)

)>0 falls

2v+1

o y x B
(--)Sin X—X:Z(_l) —_——— =

1 -
v (2v + D! 3.1.2

konvergent*

X3 X5 X7 X9 X3 X2 X7 X2
X X X X =X - )-% (1

31 51 71 9 31 4%5° 71 ' 5.9

e T S . x 3 2
X (Clame)n) Clam(amsn) )52 - X )<0 falls

¢0 30

x?<4-5=20 insbesondere fiir x?<6 = x€ (0, /6 ) .
sin x<x, x<y{6 = sin x-x?/6=x(1-x?/6)>0 V x€(0, /6)

6)

)t..
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e) Benutze die S3.6.4 6.)cos(z+m/2)=-sin z, sin(z+mw/2)=cos
cos (z+m)=-cos z, sin(z+m)=-sin z, cos(z+k2m)=cos z,
sin(z+k2mn)=sin z, e?**¥=e? V k€Z
um zu zelgen: arcsin x=m/2-arccos x V x&€(-1,1)

Finde eine analoge Beziehung zwischen arctan und arccot.
f)auf C gilt

X=y genau dann, wenn |z|=|w|
Aquivalenzrelation? Aquivalenzklassen? Ggf zu z=27?
Los: z~w reflexiv, da |zl|=|z],
z~w symmetrisch, da |z|=|w|] = |w|=]|z
z~w transitiv, da |zl|=|w]| & |w|=|Vv]| Z zl=|v]
wegen =

Aquivalenzrelation, Agivalenzklasse zu 2: {z€Z||z|=2}

g) Konvergiert c,=e®™® fir n—w
LOs: cy,=e’™"=cos (2mn)+isin (2mwn)=cos (0)+1iSin (0)=1 = konvergent

h) Konvergiert d,=e*™" fir n—w
Lés: 3 Teifolge d,=e®™i"=(e?™n)3 1°=1 ¢

f)
3 Teifolge d2n+l:e6nin+3ni: (eZJ'Ein) 3 (e3ni) =1%* (e33'[i) :eni:_l

4 Hw 1,-1 = d, divergent
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