
4.2(2300) Funktionsgrenzwerte,
          Konvergenz von Funktionenfolgen

//D4.1.1’(2202)//
//Für z0C und >0 sei U(z0):=z C|z-z0|<=-Umgebung von z0 in C//

//                     U


(z0):= U(z0)\z0=z C0<|z-z0|<.  //

//Sei MC, M://

//2.)z0C heißt Häufungspunkt(HP)von M:  >0 ist MU


(z0). //

//   M’ sei die Menge aller HP von M und M :=MM’ die 
//                              abgeschlossene Hülle von M.//
D4.2.1(2300)  Sei MR, x0M’ und f:M R.

1.)f(x) konvergiert gegen aR für xx0: 

    >0  >0 mit f(x)U(a)  xM



U (x0) oder auch

    >0  >0: |f(x)-a|<  xM mit 0<|x-x0|<.

   Schreibweise:lim
x x 0

f(x)=a oder f(x) 
0xx

 a.

2.)f(x) konvergiert einseitig von rechts (von links) gegen aR für 
   xx0+(xx0-):  >0  >0:|f(x)-a|<  xM mit x0<x<x0+ (x0-<x<x0).

   Schreibweise: 


 0xx
lim f(x)=a, 


 0xx
lim f(x)=a.

Andere Formulierung:
    f: DR, x0 Häufungspunkt aus D. 

    Einseitiger Limes: 
 0

lim
xx
f(x)=y0  

    falls  x0 HP von D(x0,(-)) und falls

      Folgen (xn) aus D(x0,(-)) mit xnx0 gilt, ist limn 
f(xn)=y0)  

     rechtsseitiger (linksseitiger) Limes von f(x), xx0

3.)lim
x 

f(x)=aR (bzw. lim
x  

f(x)=aR):

      >0  c>0 mit |f(x)-a|<  x>c (bzw  x<-c).

4.)(bestimmte Divergenz) x0R, limx x 0
f(x)= (bzw. -): 

    c>0  >0 mit f(x)>c(bzw. f(x)<-c)  xMU


(x0)

  

   Analog ist lim
x 

f(x)=(bzw.=-) und lim
x  

f(x)=(-) definiert

5.)Seien f,g:M R und x0M’ gegeben.
   f(x)=O(g(x)) für xx0: 

    c>0 &  >0 mit |f(x)|c|g(x)|  x(MU


(x0)).

   f(x)=o(g(x)) für xx0:

    >0  >0 mit |f(x)| |g(x)|  xMU


(x0).

   Analog bei x, x -.
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   Bem:Analog zum Bew des Satzes über die Folgenstetigkeit kann 

       man zeigen, dass genau dann lim
x a 

f(x)=y ist, wenn für alle 

       Folgen (xn) mit xn>a, welche gegen a konvergieren, die 
       Folge (f(xn)) gegen y konvergiert. Analoge Aussagen 
       gelten in allen anderen Fällen, inklusive der Fälle y= 
       bzw y=-.

Bsp: D=(0,),  ist uneigentlicher HP von D
     Siehe auch Bsp Seite 2307

Andere Formulierungen:
  Geg a,bR =(R{,-}), a<b, f:(a,b)R 
  f konvergiert gegen yR, wenn x von oben gegen a strebt, falls:
   >0  c(a,b)  x(a,c):|f(x)-y|<  gilt.

  Schreibweise:
 cx

lim f(x)=y.

  Analog
  f konvergiert gegen ein yR, wenn x von unten gegen b strebt, falls:
   >0  c(a,b)  x(c,b):|f(x)-y|<  gilt.

  Schreibweise:
 cx

lim f(x)=y

   limx c
f(x)=y mit c(a,b)   lim

x c 

f(x) & lim
x c 

f(x), lim
x c 

f(x)=lim
x c 

f(x)=y

   

    c(a,b),  limx c 
f(x) & limx c 

f(x), kR, limx c 
f(x),limx c 

f(x)k, 

                                        lim
x c 

f(x)lim
x c 

f(x),

    dann heißen c Sprungstelle von f und lim
x c 

f(x)-lim
x c 

f(x) Sprunghöhe

    von f an dieser Stelle.

     f für aR (zu (a,b)) definiert,  limx c 
f(x) dann ist die Sprunghöhe

    als lim
x a 

f(x)-f(a) definiert.

    Analoge ist eine Sprungstelle bzw -höhe bei b definiert
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D4.2.1’(2302) (komplexe Zahlen, Körper K)
Sei DK, z0D’, d.h. z0 ist HP, f: D K gegeben.

1.)f(z) konvergiert gegen w0K für zz0, falls ein w0K existiert,   
   sodass gilt:

    >0  >0 mit |f(z)-w0|<  z(D




U (z0)).

   Schreibweise: lim
z z 0

f(z)=w0 oder f(z) 
0zz

 w0. 

2.)Für f: DK, z0D’ gilt limz z 0
|f(z)|= :

    c>0  >0 mit |f(z)|>c  zMU


(z0) (Bestimmte Divergenz).

3.)Seien f,g: DK und z0D’ gegeben.
   f(z)=O(g(z)) für zz0: 

    c>0 und  >0 mit |f(z)|c|g(z)|  zDU


(z0).

   f(z)=o(g(z)) für zz0: 

    >0  >0 mit |f(z)||g(z)|  zDU


(z0).

Bem: f(z) ist unabhängig von f(z0), falls überhaupt f(z) für z=z0 
     definiert ist.

Bsp:1.)f(x):=

    



   









1

0

1

0

0

0

für x x

für x x

für x x

  lim
x x 0

f(x)=1, lim
x x 0

f(x)=-1, 

   

       da








00

00

01)(

0)1()(

xxxmitxxf

xxxmitxxf
 (>0).

    2.)f(x):=
x x

x x





0

0

  xR\x0  limx x 0
f(x)=1.

    3.)f(x)=1  xR\{0}, f(0)=2, limx 1 f(x)=1, |f(x)-1|=0<

        0<|x|<, >0          2
                               
                               

                              

    4.)f(x)=x in D=(0,1), x0=1,

       
10

lim
 xx
:|f(x)-1|=|x-1|<  x



U (1) D .
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   5.)f(x)=x2 in D=(-,). 
0xx

lim


f(x)=x0
2=f(x0). 

      |f(x)-f(x0)=|x2-x0
2|=|x+x0||x-x0|<  x:|x-x0|< 





1||2

},1min{

0 x    

      |x+x0||x-x0|<|x+x0| 1||2 0 x


=|x-x0+2x0| 1||2 0 x




      (|x-x0|+|2x0|) 1||2 0 x


<(+|2x0|) 1||2 0 x


=(

1||2 0 x


+|2x0|) 1||2 0 x


=

      
2

0 1||2 










x

 +
1||2

||2

0

0

x

x 


1


 1||2 0 x


+

1||2

||2

0

0

x

x 
=

1||2 0 x


(1+2|x0|)= für 1,    

      möglich, denn xx0

 

     >0   =






1||2

},1min{

0 x >0: |f(x)- 
)(

2
0

0xf

x |<  xD mit 0<|x-x0|<  .

    6.)f(x)= 








0xfür,0

0|x|für,1
, 

0x
lim


=1, |f(x)-1|=0<  x0

    7.)f(z)=ez, z0=0, |f(z)- 
0ze

1 | 
*

|z|(1+|z|e|z|)4|z|, da

        |z|<1 gilt |1+|z| 
3

e |z|)4  

       |z-z0|=|z-0|=|z|<min((,1/4)  4|z|<4*min((,1/4)=4 bzw 1

        z:


 
U (0) mit =min((,1/4): |f(z)- 

0ze

1 |=|f(z)-1|<4

      #*(eigene Formulierung)

#|ez-1|=1+
!1
|z|
+

!2
|z| 2

+...-1=|z|(1+
!2
|z|
+

!3
|z| 2

+...)= #|z|(1+|z|(
!2
1

+
!3
|z|
+

!4
|z| 2

..)|z|(1+|z|(1+
!1
|z|
+

!2
|z| 2

+..))=

#|z|(1+|z|e|z|)

A4.2.1 
k 




0

x2(1-x2)k=














0,0

}0{]1,1[,1)1(
0

22

xfalls

xfallsxx
k

k

Lösung: |1-x2|<1  -1<1- x2<1  -2<-x2<0  0<|x|< 2 

        Für x[-1,1]\{0} gilt 
k 




0

x2(1-x2)k=
)1(1 2

2

x

x


=1 

#      Sprungstelle in x=0, Sprunghöhe 1.

D4.2.2(2303) Monotone Funktion
Sei IR ein Intervall. f:IR heißt monoton wachsend(fallend)
auf I:  x1,x2I mit x1x2 gilt f(x1)f(x2)(f(x1)f(x2)) (f  ,  ). 
f:I R heißt streng monoton wachsend (fallend) auf I: 
 x1,x2I mit x1<x2 gilt f(x1)<f(x2) (f(x1)>f(x2)) (f  ,  )     
Ist f weder monoton wachsend noch monoton fallend, so sagen wir, f ist 
nicht monoton.
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Bsp:1.)I= R,ex 


 , 2.)I=(0,), log x     

     3.)x2








2

2

x),0,[I

x),,0[I
 nicht monoton auf R.

D4.2.3(2304) Sei MR oder MC. f:MR bzw f:MC heißt beschränkt  
   auf M:  c>0 mit |f(z)|c  zM.

//D4.1.1’(2202)//
//Für z0C und >0 sei U(z0):=z C|z-z0|<=-Umgebung von z0 in C//

//                     U


(z0):= U(z0)\z0=z C0<|z-z0|<.  //

//Sei MC, M://

//2.)z0C heißt Häufungspunkt(HP)von M:  >0 ist MU


(z0). //

//   M’ sei die Menge aller HP von M und M :=MM’ die 
//                                   abgeschlossene Hülle von M.//

S4.2.1(2304) Konvergenzkriterien für Funktionen
  Folgenkriterium
Vor:Sei MR, x0M’, f:M R,(C)

Beh: lim
x x 0

f(z)=a   Folgen (zn)nNM\z0 mit xn 



n

x0 gilt limn 
f(zn)=a.

//# (3)Bem:(A  B & A   B )  (A  B)//
//D2.1.1(1200) Eine Folge(zn)=(zn) 

n K heißt konvergent   zK, sodass 
//   gilt   >0  n0=n0( )N mit |zn-z|<  nn0.
//   Dann heißt z der Grenzwert oder Limes der Folge (zn).

     Bew:“„ Es gelte f(z) 
0zz

 a   >0  =>0 f(z)U(a)  zMU


(z0).

              Sei (zn)M\z0, zn 



n

z0  

             Für = 
0,beliebig

 >0  n0=n0()nN mit   


)(

0

0

0

zUMz

n

n

zz








  nn0 

)( 0zUMzn

gilt







  

             f(zn)U(a)  nn0()  

               >0  n0=n0( )N mit |f(zn)-z|<  nn0 
1.1.2D

 lim
n 

f(xn)=a

        „„ Es gelte nicht f(z) 
0xx

 a  

              0>0 sodass  
kleinbeliebig

 >0  zMU


(z0) mit |f(z)-a|0   

               nN  znMU n



1/
(z0) mit |f(zn)-a|0 

             Sei (zn)M\z0, 0<|zn-z0|<1/n und |f(zn)-a|0 

               eine Folge (zn)M\zn mit znz0 und f(zn)


nicht a
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Andere Formulierung:
Vor: DK und ein HP z0D gegeben. 

Beh: 
0zz

lim


f(z)=w0  f(zn)



n w0  (zn) mit znD\{z0}  n & zn




n z0

Bew: “„ (zn) Folge aus D\{z0} mit zn



n z0 

             
0zz

lim


f(z)=w0:  >0  =>0 |f(z)-w0|<  zDU


(z0)

         zn



n z0    :  >0  n: |z-z0|<  nn

         Zu >0: |f(zn)-w0|<  nn d.h. f konvergiert: f(zn)



n w0

    „„ 
0zz

lim


f(z)w0  

         0>0:  >0 insbesondere n=1/n  znD
nU /1

 (z0) mit |f(zn)-w0|>0 

        Da (zn)D\{z0}   zn



n z0  Widerspruch zu Vor |f(z)-w0|0

   Bem:1.)Beachte znz0  n (d.h. w0 hängt nicht von f(z0) ab.

       2.)Falls z0D, so gilt: 
0zz

lim


f(z)=f(z0)  

           Folgen (zn) mit znD   n & zn



n z0 gilt: f(zn) konvergiert.

       3.)  lim
x x 0

f(x)R 

          >0  >0 mit |f(x1)-f(x2)|<  x1,x2MU


(x0).(Cauchy-Krit)

      Bew:“„ Sei lim
x x 0

f(x)=a  

                >0  =/2>0: |f(x)-a|< /2  xMU


(x0)  

               x1,x2MU


(x0): |f(x1)-f(x2)|=|f(x1)-a-f(x2)+a)|

              |f(x1)-a|+|-f(x2)+a|=|f(x1)-a|+|f(x2)-a|<2/2=

         „„  >0  =>0: |f(x)-f(x*)|<,  x,x*MU


(x0) 

              sei Folge (xn)M\x0 mit xn 



n

x0  

              Zu =  n0=n0()N mit 0<|xn-x0|<  nn0() 
             |f(xn)-f(xm)|<  n,mn0()  (f(xn)) 

1n  Cauchy Folge  

               aR:f(xn) 



n

a. 

              Eindeutigkeit:
              Sei (xn

* )M\x0, xn
*x0  (f(xn

* )) n


1  Cauchy Folge 

               f(xn
* ) 




n

bR.

              neue Folge x1,x1
*,x2,x2

* ,...xn,xn
*  ist auch Cauchyfolge

              .. beide Teilfolgen haben gleichen Grenzwert  a=b 
1.)
 

              lim
x x 0

f(x)=a
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#Eigene Variante 
//S2.1.2 (1250)Eigenschaften konvergenter Folgen//
//Vor:Seien (zn)C, konv mit zn




n z, z,z0,znC.//

//Beh
//2.)(zn) n



0  ist eine Cauchy Folge, d.h. //
//     >0  n0()N mit |zn-zm|<  n,mn0//

//   Bem:znz(n)
!

 >0  n1( )N:|zn-zm|  n,mn1() 

#          „„  >0  =>0: |f(x1)-f(x2)|<,  x1,x2MU


(x0) 

#              sei Folge (xn)M\x0 mit xn 



n

x0  

#              Zu =  n0=n0()N mit 0<|xn-x0|<  nn0() 

#              Sei xn,xmU


(x0)  m,nn0()  |f(xn)-f(xm)|<  n,mn0() 

#             
.)22.1.2S

 (f(xn)) 

1n  Cauchy Folge 
BemS .)22.1.2

   aR:f(xn) 



n

a. 

Andere Formulierungen:
   Es seien eine Funktion f:D K und ein HP z0 von D gegeben. 

   Dann gilt:
0zz

lim


 f(z) existiert  

    >0  )( 0
 >0:|f(z)-f(z’)|<  z, z’




U (z0) D.

Bew:„“ Dreiecksungleichung wie bei Reihen
    „“Sei (zn) eine Folge aus  D\{z0 } mit zn z0 . (f(zn)) ist 
        nach Vor eine Cauchy Folge, hat also einen Limes w0. 

        Sei ~

z n aus D\{z0 }, 
~

z nz0 . 

       (f( ~

z n)) ist Cauchyfolge, konvergent gegen 
~

w 0. 

        nz =










1k2nfallsz

z

k

~
k2nfalls,k

, ( nz ) aus  D\{z0 }, nz z0 , f( nz ) ist CF, 

        hat also Limes, also muss w0=
~

w 0 
1.2.4S

  Beh
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   Cauchy-Kriterium

//D4.1.1’(2202) U


(z0):= U(z0)\z0=z C0<|z-z0|<.//

     lim
x x 0

f(x)R   >0  >0 mit |f(x1)-f(x2)|<  x1,x2MU


(x0).

    Bew:“„ Sei lim
x x 0

f(x)=a  

               >0  =/2>0: |f(x)-a|< /2  xMU


(x0)  

              x1,x2MU


(x0): |f(x1)-f(x2)|=|f(x1)-a-f(x2)+a)|

             |f(x1)-a|+|-f(x2)+a|=|f(x1)-a|+|f(x2)-a|<2/2=

       „„  >0  =>0: |f(x)-f(x*)|<,  x,x*MU


(x0) &

            sei Folge (xn)nNM\x0 mit xn 



n

x0  

            Zu =  n0=n0()N mit 0<|xn-x0|<  nn0() 
            |f(xn)-f(xm)|<  n,mn0()  (f(xn)) 

1n  Cauchy Folge  

             aR:f(xn) 



n

a. 

        Eindeutigkeit:
        Sei (xn

* )M\x0, xn
*x0  (f(xn

* )) n


1  Cauchy Folge 

          f(xn
* ) 




n

bR.

         neue Folge x1,x1
*,x2,x2

* ,...xn,xn
*  ist auch Cauchyfolge

         .. beide Teilfolgen haben gleichen Grenzwert  a=b 
1.)
 

         lim
x x 0

f(x)=a
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#Eigene Variante 
//S2.1.2 (1250)Eigenschaften konvergenter Folgen//
//Vor:Seien (zn)C, konv mit zn




n z, z,z0,znC.//

//Beh
//2.)(zn) n



0  ist eine Cauchy Folge, d.h. //
//     >0  n0()N mit |zn-zm|<  n,mn0//

//   Bem:znz(n)
!

 >0  n1( )N:|zn-zm|  n,mn1() 

#          „„  >0  =>0: |f(x1)-f(x2)|<,  x1,x2MU


(x0) &

#              sei Folge (xn)M\x0 mit xn 



n

x0  

#              Zu =  n0=n0()N mit 0<|xn-x0|<  nn0() 

#              Sei xn,xmU


(x0)  m,nn0()  |f(xn)-f(xm)|<  n,mn0() 

#             
.)22.1.2S

 (f(xn)) 

1n  Cauchy Folge 
BemS .)22.1.2

   aR:f(xn) 



n

a. 

Andere Formulierungen:
   Es seien eine Funktion f:D K und ein HP z0 von D gegeben. 

   Dann gilt:
0zz

lim


 f(z) existiert  

    >0  )( 0
 >0:|f(z)-f(z’)|<  z, z’




U (z0) D.

Bew:„“ Dreiecksungleichung wie bei Reihen
    „“Sei (zn) eine Folge aus  D\{z0 } mit zn z0 . (f(zn)) ist 
        nach Vor eine Cauchy Folge, hat also einen Limes w0. 

        Sei ~

z n aus D\{z0 }, 
~

z nz0 . 

       (f( ~

z n)) ist Cauchyfolge, konvergent gegen 
~

w 0. 

        nz =










1k2nfallsz

z

k

~
k2nfalls,k

, ( nz ) aus  D\{z0 }, nz z0 , f( nz ) ist CF, 

        hat also Limes, also muss w0=
~

w 0 
1.2.4S

  Beh

A4.2.2

a) 
1x

lim
 1x

1x
m

n



  

 

//S1.7.2(903)  Vor.Seien a,bC, nN0  2.) an+1-bn+1=(a-b)
k

n




0

akbn-k 

Lös:.. 
2.7.1S

  
1x

lim

















1m

0k

k

1n

0k

k

x)1x(

x)1x(
=












1m

0k

k

1n

0k

k

x

x
=n/m
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b) 
1x

lim
 1

1





x

x r , rQ (fest)

Lös: Sei r=
q

p
, pZ, qN

       q=1, d.h. r=pZ

       r0: 
1

1





x

x r 
2.7.1S

 


0

x 
1


x




0

1=r 

       r<0: Sei (xn) beliebige Folge aus R\{1}: xn 



n

1. ObdA xn0  n

            Sei yn:=
nx

1
, nN  yn 




n

1  
1

1





n

r
n

x

x
=

))(1(

))(1(
1

nn

n
r

n

yy

yy








= 

          


0,

1

1

 









rdar

n

r
n

n

y

y


1

)(
 





n

ny =r 


enkritFo

a

lg

)


1x

lim
 1

1





x

x r =r

       Algemein... Sei (xn) beliebige Folge aus R\{1}: xn 



n

1.

       Def yn:= q

p

nx
, nN  yn 




n

1 
1

1





n

r
n

x

x
= 


















1

1

n

p
n

y

y
/ 


















1

1

n

q
n

y

y 





n

*

r  

       Beh, denn q te Wurzel ist stetig (siehe 4.3)
            

c) 
0x

lim


x 






x
1

Lös: 
x
1
= 






x
1

+r, r[0,1), 
0x

lim


x 






x
1

=
0x

lim


x(
x
1
-r)=

0x
lim


(1-xr)=1

Andere Formulierung:

     






x
1


x
1
< 






x
1

+1  
x
1
-1=

x

x1
< 






x
1


x
1
  x0  
































001
1

*1

01
1

*1

x
x

xx

x
x

xx
 

     
1

0

||1
 




x

x
<x* 






x
1

< 
1

0

||1
 




x

x
  x0 

enkritFomitGrenzwertSandwichs lg

  
0x

lim
 0x

lim


 x 






x
1

=1

d)
x

lim
x
)1( ]x[ =0
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S4.2.2(2310)  Grenzwertregeln
Vor: Geg. f,g:DK und HP z0

1.) Beh: Existieren 
0

lim
zz
f(z)=w0 & 

0

lim
zz
g(z)=w1, so existieren folgende 

    Limites und es gilt:

(.)
0

lim
zz
(f(z)+g(z))=w0+w1 (,K) (..)

0

lim
zz
f(z)g(z)=w0w1

     (…)
0

lim
zz )(

)(

zg

zf
=

1

0

w

w
  falls w10 

//S4.2.1(2305)
//Vor:Sei MR, x0M’, f:MR, g:MR

//Beh:1.)(Folgenkriterium) lim
x x 0

f(x)=a   Folgen (xn)M\x0

//      mit xn 



n

x0 gilt limn 
f(xn)=a.

Bew: S4.2.2 mit S4.2.1 Folgenkonvergenz untersuchen, dann folgen 
    die Beh. mit den Grenzwertregeln für Folgen. 

2.)lim
x x 0

f(x)=a und a<(> bzw )   >0: f(x)<(>,)  xMU


(x0).   

Bew:lim
x x 0

f(x)=a, a<,  Zu :=-a>0  >0:|f(x)-a|<-a,  xMU


(x0),

    d.h. -<f(x)-a<  -(-a)<f(x)-a<-a  -+2a<f(x)< 

    f(x)<  xMU


(x0)       

//S2.2.2 (1301)Vor:(an)R monoton und beschränkt  Beh: limn 
 an//

 3.)Ist M=I ein Intervall und  >0 sodass f auf I(x0-,x0) bzw 

   I(x0,x0+) monoton und beschränkt ist, so  


 0xx
lim f(x) bzw 

 0xx
lim f(x).

Bew: gesucht!!!!!
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//D4.1.1’(2202)//
//Für z0C und >0 sei U(z0):=z C|z-z0|<=-Umgebung von z0 in C//

//                     U


(z0):= U(z0)\z0=z C0<|z-z0|<.  //

//2.) Sei MC, M:z0C heißt Häufungspunkt(HP)von M: 

//                  >0 ist  MU


(z0). //

//   M’ sei die Menge aller HP von M und M :=MM’ die 
//                                abgeschlossene Hülle von M.//
4.)Seien M,HR, f:MH, h:HR, z0M’. 

   ( )Sei y0:=
0

lim
zz
f(z), dann gilt y0H . 

  (  )Falls limy y 0
h(y)=c existiert, so  

0

lim
zz
h(f(z))=c

//D4.2.1’ (2302) DK, HP z0D   f: DK.//

//1.) f(z) für z 



n

z0 konvergent :   w0K://

//       >0  >0 mit |f(z)-w0|<  zM




U (z0).//

//   Schreibweise: lim
z z 0

f(z)=w0 oder f(z)w0( 0zz

 )für zz0.//

//Bem:Selbst wenn z0D, hängt der Grenzwert nicht von f(z0) ab.//

  Bew:               f(z)                     
0

lim
zz
f(z)=y0

                                  H          h(f(z))  R
        M
              z0M’ HP(liegen meist       Skizze eigentlich für komplexe
                    im Inneren)           Zahlen in M und H 
//S4.2.1(2305) (Folgenkriterium)
//Vor:Sei MR, x0M’, f:M R,(C)

//Beh: lim
x x 0

f(z)=a   Folgen (zn)nNM\z0 mit xn 



n

x0 gilt limn 
f(zn)=a  

D4.2.1’(2302) D K, HP z0D & f: D K gegeben.
//1.)f(z) konvergiert für zz0:  w0 K,

//  >0  >0 mit |f(z)-w0|<  zM




U (z0). limz z 0
f(z)=w0 oder f(z) 

0zz

 w0. 

  ( )Sei (zn)nNM\x0 mit zn 



n

z0   
!!!

)(
H

nzf






n

y0

     1.Fall  N0N mit 
!!!

)(
H

nzf


=y0  nN0  y0H

     2.Fall f 
!!!

)(
H

nzf


y0  nN 


0

!!

)( yzf
nH

n









 >0 ist MU


(f(x0))  y0 HP von H  

                             y0H’

   
2&1Fall

  y0H =HH’.

 

//4.)Seien M,HR, f:MH, h:HR, z0M’. 

//  (  )Falls limy y 0
h(y)=c existiert, so  

0

lim
zz
h(f(z))=c

Bew(  ): Sei y0H’ und  limy y 0
h(y)=c. Gilt dann 

0

lim
xz
h(f(x))=c? Nein! 

     lim
y y 0

h(y)=c    >0  = >0: h(y)U(c)  yH


U (y0)
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0

lim
xz
f(z)=y0  

       >0  =( )>0:f(z)U(y0)  zMU


(z0) oder  

     (.)yH’\H                                  oder 

    (..) U0
(x0)mit f(z)y0  zMU



0
(x0) (0<) oder

   (...)y0HH’ und c=h(y0) 
(.)(..)(...)

     h(f(z))U(c)  zMU


'
(x), ‘=min,0

#Eigener Versuch:

#(  ) (.)limy y 0
h(y)=c    >0  = >0: h(y)U(c)  yH



U (y0)

#     
0

lim
zz
f(z)=y0  

#       >0  =( )>0:f(z)U(y0)  zMU


(z0) oder  

#                      f(z)U(y0)H  zMU


(z0),

                       falls gilt:  TU(y0) mit T=T{y0}H

# (..) 
0

lim
zz
f(z)=y0    >0  1=( )>0:f(z)U(y0)  zM

1



U (z0) 

# (...)
0

lim
zz
f(z)=y0    >0  2=( )>0:f(z)U(y0)\(T{y0})  zM

1



U (z0)

#      


(...)(..),(.),

},min{ 21  

   y

Bem:S4.2.2 1.) gilt analog für MC, f,g:MC, HC, h:HC
    Die Grenzwertregeln gelten auch bei uneigentlichen HP mit 
    eigentlichen  Grenzwerten.
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Andere Formulierungen:

  Vor: f: DD1K, z0 HP von D: 
0

lim
zz
f(z)=w0D1

  g: D1K: 
0

lim
zz
g(z)=g(w0)D1

   Beh: 
0

lim
zz
g(f(z))=g(w0)=

0

lim
ww
g(w))

  Bew: Im Allgemeinen ist w0 kei HP von D1 (z.B. f=const).

       Folgenkriterium   (zn) aus D\{z0}, znz0 gilt g(f(zn)) 
Vor.2

 g(w0)

       wn=f(zn)w0

//S2.3.21(1459)Wichtige Grenzwerte//

//3.) lim
n  n

nlog
=0, >0//

//4.)lim
n  n

p

e
n =0(p>0)//

Bsp:1.)f1(x)= xe
x

,xD, R. 
x

lim  f1(x)=0, (siehe ne
n

)

    2.)f2(x)= x
xlog
,xD, R . 

x
lim  f2(x)=0, (siehe n

nlog
) 

     3.)f3(x)=xlog x, xD, >0, 
x

lim  f3(x)= 0x
lim


 





)x/1(
x
1

log
=0 nach 2.)

//S4.2.2 (2310) 4.)Seien M,HR, f:MH, h:HR, x0M’. //

//   ( )Sei y0:=
0

lim
xx
f(x), dann gilt y0H . //

//  (  )Falls limy y 0
h(y)=c existiert, so  

0

lim
xx
h(f(x))=c//

A4.2.3 Es seien die Funktionen f,h: RR definiert durch 

    f(x)=








00

0

xfür

xfürx
 und h(x)=

1 0

0 0

für x

für x









. 

    Existiert lim
x 0

(h f)(x)?

Lös:(h f)(x)=








0,0

0,1

xfalls

xfalls
  lim

x 0
(h f)(x)=10=limx 0

(h f)(x) 
    limx 0 (h f)(x) existiert nicht(vgl S4.2.3 4.))
#    

0

lim
xx
f(x)=c da 

 0
lim
x

f(0)=0 
0x

x =
 0

lim
x

f(0)
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A4.2.4 Untersuche folgende Grenzwerte mit Hilfe der Definition:

a) f:RR, 
1

lim
x

f(x)=
x
x

für x

für x

n 













1

1
1

0 1
 mit einem festen nN0.

//S1.7.2(903) a,bC, nN0, 2.)an+1-bn+1=(a-b)
k

n




0

akbn-k//

//S4.2.2(2310) Vor: Geg. f,g:DK und HP z0

//1.) Beh:  
0

lim
zz
f(z)=w0 & 

0

lim
zz
g(z)=w1   (..)

0

lim
zz
f(z)g(z)=w0w1

Lös: Ohne Def:Für x1:f(x)= x
x

n 



1
1


2.7.1S



 




0

1n

x (




1

0

n



1=n),genauer…

     lim
x 1

f(x)=
 




0

1n

lim
x 1

 x 
.)11.2.4S



 




0

1n

(lim
x 1

 x)=




1

0

n



1=n       

   Beh:
1x

lim


f(x)=n.

   Bew: >0  >0:|f(x)-n|<  xR mit 0<|x- 
0

1
x
|<. 

   Sei >0 bel fest. Wähle =min1,


2n
  |f(x)-

n
n

1
0

1

 




|=

   |
 




0

1n

(x -1)|| 
.)22.7.1S

 |





0

1n

(









0

1

x)(x-1)|(
 




0

1n










0

1 






2

1





x )|x-1|

    (
 




0

1n






2

12

12






)|x-1|

 




0

1n

2|x-1|=2 1
2 1

n 


|x-1|2n|x-1|<2n   xR:0<|x-1|< 

    (insbesondere ist |x|2)
   Es wurde also gezeigt:  >0  >0:|f(x)-n|<  xR:0<|x-1|<
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b) 
1x

lim
 1

1





x

x r , rQ (fest)

Lös: Sei r=
q

p
, pZ, qN

       q=1, d.h. r=pZ

       r0: 
1

1





x

x r =


0

x 
1


x




0

1=r 

       r<0: Sei (xn) beliebige Folge aus R\{1}: xn 



n

1. ObdA xn0  n

            Sei yn:=
nx

1
, nN  yn 




n

1  
1

1





n

r
n

x

x
=


0,

1

1

 









rdar

n

r
n

n

x

y


1

)(
 





n

ny =r 
enkritFo lg

  

       
1x

lim
 1

1





x

x r

       Algemein... Sei (xn) beliebige Folge aus R\{1}: xn 



n

1.

       Def yn:= q

p

nx
, nN  yn 




n

1 
1

1





n

r
n

x

x
= 


















1

1

n

p
n

y

y
/ 


















1

1

n

q
n

y

y 





n

*

r  

    Beh, denn q te Wurzel ist stetig
            
einfachere Variante:     

1x
lim

 1x
1x

m

n



   

Lös:.. 
1x

lim

















1m

0k

k

1n

0k

k

x)1x(

x)1x(
=












1m

0k

k

1n

0k

k

x

x
=n/m
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c) f(0,) R, nN0 fest, limx 
f(x)=

3 2

12

x
x

n 


= ? 

//S1.7.2(903)  Vor.Seien a,bC, nN0  2.) an+1-bn+1=(a-b)
k

n




0

akbn-k 

//D4.2.1 3.)lim
x 

f(x)=aR (bzw. lim
x  

f(x)=aR):

//      >0  c>0 mit |f(x)-a|<  x>c (bzw  x<-c).
  

Lös:1.Fall:n=0 oder n=1. Beh:
x

lim f(x)=0.
    Bew: Sei >0 bel.(fest). Wähle c=max5/,1  

        |f(x)-0| 
x 0

3 2

12

x
x

n 




nx22

 5
2

x
x

n


n oder0 1

5
2

x
x

=5/x<5/c  x>c

    2.Fall:n=2. Beh:
x

lim f(x)=3.

    Bew:Sei >0 bel.(fest). Wähle c= 1 /   ( c>0) 

        |f(x)-3|= 
3 2 3 1

1

2 2

2

x x
x

  



( )
=





1

12x
<1/x2<1/c2=  x>c

    3.Fall:n3, Beh:
x

lim f(x)= d.h.  k>0  c>0:f(x)>k  x>c.

    Bew:Sei k>0 beliebig(fest). Wähle c=max1,k  c>0 

        f(x)=
3 2

12

x
x

n 



x 1

3
2 2

x
x x

n


>
3

2 xn-2

n 3x>ck  x>c

d) f:R R, nN0, limx  2
f(x)= 















2,0

2,
2

2

xfür

xfür
x

x
 ?

Lös:lim
x  2

f(x) existiert nicht

   Bew:Sei aR beliebig |f(x)-a|=














2,

2,11

2,1

xfallsa

xfallsaa

xfallsa

   1.Fall:a=1. Wähle =|1+a|( >0). Sei >0 bel.

               Wähle xU


(-2) mit x<-2  |f(x)-a|=|1+a|

   2.Fall:a1. Wähle =|1-a|( >0). Sei >0 bel. 

               Wähle xU


(-2) mit x>-2  |f(x)-a|=|1-a|

    Es wurde also gezeigt:  aR  >0  >0  xU


(-2): f(x)-a| d.h. 

    es gilt nicht : 

     aR  >0  >0  xU


(-2):|f(x)-a|< d.h. es gilt nicht: 

     aR: 2x
lim


f(x)=a.

   

   Alternativ:Aus D4.2.1 folgt:lim
x x 0

f(x) existiert =a  

                               limx x
0
f(x)= limx x

0
f(x)=a existiert.

  Es gilt: lim
x  2

f(x)=1 (Zu >0 bel. Wähle >0 bel 

 |f(x)-1|=0  xR:-2<x<-2+)    

  und  lim
x  2

f(x)=-1 (Zu >0 bel. Wähle >0 bel 

               f(x)-(-1)|=0  xR:-2-<x<-2) 
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  lim
x  2

f(x) lim
x  2

f(x)  lim
x  2

f(x) existiert nicht

e) f: CC , limx 2
f(x)=















20

2
2

442

xfür

xfür
x

xx
 ?

Lös:f(x)=( )x
x




2
2

2

=x-2 falls x2. Beh:lim
x 2

f(x)=0.

    Bew: Sei >0 beliebig. Wähle =  
       |f(x)-0|=|x-2|<=  xR: 0<|x-2|<

f)f:R R, 0x
lim


f(x)=

x x für x

für x

sin( / )1 0

0 0









 ?

Lös: Beh:
0x

lim


f(x)=0.

Bew:Sei >0. Wähle =  |f(x)-0| 
x 0
|x| 

*1

x/1sin


|x-|<=  xR:0<|x|<.

    Zu *:  R gilt:|sin |1 (und  |cos |1), denn 
    sin2+cos2=1  sin2=1-cos21  |sin |1 
    (und cos2=1- sin21  |cos |1)

A4.2.5 Betrachte die Funktion f:D R und bestimme folgende 
   Grenzwerte im Fall ihrer Existenz:

//S1.7.2(903)  Vor.Seien a,bC, nN0  2.) an+1-bn+1=(a-b)
k

n




0

akbn-k

//S4.2.2(2310) Vor: f,g:DK & HP z0

//1.) Beh:  
0

lim
zz
f(z)=w0 & 

0

lim
zz
g(z)=w1   

0

lim
zz
(f(z)+g(z))=w0+w1 (,K) 

a)
ax

lim


f(x), f(x)=
ax
ax kk



  mit kN und aR sowie D= R\{a}.

Lös:Für xa gilt f(x)=
ax
ax kk



 
2.7.1S

 




1k

0

xak-1- 
ax

 




1k

0

aak-1- 
.)12.2.4S

 kak-1

b)
2x

lim


f(x), f(x)=
2x

6x11x2x 23



  mit D= R\{2}. 

Lös:x3+2x2-11x+6=(x-2)(x2+4x-3).

    f(x)=x2+4x-3 
.)12.2.4S


2x

lim


f(x)=22+4*2-3=9
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c)
0x

lim


f(x), f(x)=
2

2

x
x11   mit D=(-1,1)\{0}.

Lös:Für jede Folge (xn) n


1
 in (-1,1)\{0} mit lim

n 
xn=0 gilt 

    f(xn)= 2
n

2
n

x

x11 
2
n

2
n

x11

x11




=

)x11(x

)x1(1
2
n

2
n

2
n




= 2

nx11

1



    


n 1/2  

x
lim f(x)=1/2

 d)
0x

lim


f(x), f(x)=
x

xsin
 mit D= R\{0}.

Lös:Für x0 gilt:f(x)= 
x

xsin
=
x
1



0k )!1k2(
x)1( 1k2k



 

=


0k )!1k2(
x)1( k2k




  

    
0x

lim


f(x)=


0k )!1k2(
0)1( k2k



 
)4.2.4 dA

 0

A4.2.6 Bestimme folgende Grenzwerte im Fall ihrer Existenz:

a)
x

lim  
xx2

1x2x4
3

23





Lös:x0:

2

3

x
1

2

x
1

x
2

4






2.2.4S

x 

 2

b)
x

lim ( 1x29x2  -3x)

Lös:Für jede Folge (xn) n


1 in R mit xn gilt 
nx
1




n 0.

    ( 1x29x n
2

n  -3xn)
nn

2
n

nn
2
n

x31x2x9

x31x2x9




=

nn
2
n

2
nn

2
n

x31x2x9

x91x2x9




=

    


















3
x
1

x
2

9x

)
x
1

2(x

2
nn

n

n
n




x

39

2


=1/3

c)
x

lim
1x
x)1(

2

]x[




, xR

Lös:Es sei >0 baf. Setze x0():=1/. Dann gilt für xx0():

    |
1x
x)1(

2

]x[




-0|=

2x1
x



2x
x
=
x
1

  
x

lim
1x
x)1(

2

]x[




=0
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d)
x

lim (1+1/x)x, xR 

//S2.3.10 (1403)(1+1/n)n,(1+1/n)n+1 ist für eine Intervallschachtelung//

//    mit lim
n 

(1+1/n)n=lim
n 

(1+1/n)n+1=:e, nN d.h. 2,37<e<3,16

//#S2.3.4(1401) a,b,xR, a>0: x ax>0 &   falls a>1

//   ohne Bew: ax 
ba

 bx für x>0

Lös: x  x>0. Z.z. 
x

lim (1+1/x)x=e. 

    (1+1/n)n 



n

e, (1+1/n)n+1 



n

e, (1+ 
 ]/[1

][

/1
x

x

x




)x 
4.3.2s

 (1+1/[x])[x]+1

    Für x[n,n+1] gilt:(1+1/x)x(1+1/n)n+1 & (1+1/x)x 
4.3.2s

 (1+

x

n
1

1

1



 )nx. 

    e=lim
n 

(1+1/n)n+1=lim
n 

(1+1/n)n=lim
n 

(1+
1n

1


)n+1


1

1

1
1

1

 





n

n
  

     >0  n0(): |(1+
n
1
)n+1-e|< & |(1+

1n
1


)n-e|<  nn0()  

    xn0()!!!: (1+1/x)x-e(1+1/n)n+1-e< & (1+1/x)x-e(1+
1n

1


)n-e 
*

- 

    |(1+1/x)x-e|<  xn0() 
festbeliebig ,

 Beh

    * Damit > richtung beibehalten wird >- geschrieben... eine richtige   

    Aussage
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e)
0x

lim
 ³x

xe1e 2/xx 

Lös:
0x

lim
 ³x

xe1e 2/xx  =
0x

lim


³
!2

1
! 00

x
k

x
x

k

x

k
k

k

k

k











=

     
0x

lim


³
!2

)
82

1(
!

1
62

1
3

12

4

32

x
k

xxx
x

k
xxx

x
k

k

k

k

k











=

     
0x

lim


³

)!1(2!86 4
1

4

33

x

k

x

k

xxx

k
k

k

k

k









 


=
6

1
-

8

1
+

0x
lim

 


4k !

3

k

x k  +
0x

lim
 



4k )!1(2 1

3





k

x
k

k

=

   

     
6

1
-

8

1
+

0x
lim


x 


xe

k

k k

x








!

4

4
+

0x
lim


x

  
xe

k

k

k k

x







 


)!1(2 1

4

4
=

6

1
-

8

1
=

24

1

f)
x

lim x ( x1x  )

Lös:..
x

lim
x1x

)x1x(x




=

x
lim

x1x

x


=

x
lim

1x/11

1


=1/2

g) 
2

lim
x

(
x2

1
-

28

12

x
)

Lös: an+1-bn+1=(a-b)


n

0

abn-  
32

8


-x3=(2-x)(x2+2x+4)  

     
x2

1
(1-

42

12
2  xx

)=
x2

1

42

82
2

2





xx

xx )=
42

4
2 



xx

x 
2


x 42*22

24
2 


=

2

1

h) 
k 




0

x2(1-x2)n=














0,0

}0{]1,1[,1)1(
0

22

xfalls

xfallsxx
k

n

Lösung: |1-x2|<1  -1<1- x2<1  -2<-x2<0  0<|x|< 2 

        Für x[-1,1] gilt 
k 




0

x2(1-x2)n=
)1(1

1
2x
=

2

1

x

S4.2.3(2320)

Sei f:I R monoton wachsend (fallend) und beschränkt, dann existiert 
0

xx

lim




f(x)  HP von I(-,x0) (I(x0,))
Bew:?????
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	//D4.1.1’(2202)//
	//D4.1.1’(2202)//
	Cauchy-Kriterium

