4.2(2300) Funktionsgrenzwerte,
Konvergenz von Funktionenfolgen

//D4.1.17 (2202)//

//Fiir z,€C und 6>0 sei Us(z,) :=[{z€ C/| z-z,| <6/=6-Umgebung von z, in C//
// [(35(20):: Us(zo) \[zo/={z€ C|0<| z-2,|<5]. //
//Sei McC, M#o://

//2.)z,€C heiBt Hiufungspunkt (HP)von M:< V >0 ist Mﬂf}g(zg) 0. //

// M’ sei die Menge aller HP von M und M :=MUM’ die
/S T T T - abgeschlossene Hiille von M.//
D4.2.1(2300) Sei McR, 7%@M’ und f:M— R.

1.)f(x) konvergiert gegen a€R fiir x—x,:e
V e>0 3 8>0 mit f(x)€U(a) V x€MN{, (xo) oder auch
V e>0 3 0>0: |f(x)-al<e V xEM mit 0<|x-xq|<0;.

Schreibweise: 11M f (x)=a oder f(x) — a.
X— Xg

2.)f(x) konvergiert einseitig von rechts (von links) gegen a€R fur
X—>Xgs (x0x0-) := V e>0 3 8>0: | f(x)-a|<e V xEM mit x,<x<xy+0 (x,-0<x<x,) .
llm f(x)=a, llm

X X, X X

Schreibweise: f(x)=a.

Andere Formulierung:
f: D-R, x, Haufungspunkt aus D.

Einseitiger Limes: }ir?if(x)=yo =
— Xo
falls x, HP von DN (X, (—\) 00) und falls
V Folgen (x,) aus Dﬂ(xo,\(—,) ) mit x,—x, gilt, ist %}{Ef(xn)=yo)

rechtsseitiger (linksseltiger) Limes von f (x), x—Xg

3.)1imf (x)=a€R (bzw. 1iMf(x)=a€R):
o V &0 3 >0 mit |f(x)-al<e V x>c (bzw V x<-c).

4.) (bestimmte Divergenz) x.€R, %}?f( )= (bzw. -0):&
V ¢>0 3 >0 mit f(x)>c(bzw. f(x)<-c) V xeyww{}é(xw
Analog ist %{i—g}f(x)=oo(bzw.=—oo) und llmf( y=00 (-0) definiert

5.)Seien f,g:M— R und x,€EM’ gegeben.
f(x)=0(g(x)) fur x—ox¢:e
= c>O:& 3 0>0 mit |£(x)[|<c|g(x)]| V XE(MHGg)(xO)).
f'(%c o(g(x fiir x—x,:e
V £>0 3 >0 mit |[f(x)|<€ |g(x)]| V x€MN

(@]
UB(XO) .
Analog bei x—w, x—> -0,
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Bem:Analog zum Bew des Satzes ilber die Folgenstetigkeit kann
man zeigen, dass genau dann i}g1f(x)=y ist, wenn fir alle

Folgen (x,) mit x,>a, welche gegen a konvergieren, die
Folge (f(x,)) gegen y konvergiert. Analoge Aussagen
gelten in allen anderen Fallen, inklusive der Falle y=o
bzw y=-00.

Bsp: D=(0, 0©0), o0 ist uneigentlicher HP von D
Siehe auch Bsp Seite 2307

Andere Formulierungen:

® Ceg a,ber =(RU{w,-0}), a<b, f:(a,b)—R
f konvergiert gegen y€R, wenn x von oben gegen a strebt, falls:
Ve>0 d ce(a,b) V x€(a,c):|f(x)-yI<E& gilt.
Schreibweise:}f?»f(x)=y.

Analog
f konvergiert gegen ein y€R, wenn x von unten gegen b strebt, falls:
VeE>0 I ce(a,b) V x€(c,b):|f(x)-yI|<E gilt.

Schreibweise:}??»f(x)=y

oo limf(x)=y mit ce(a,b) & 3 1iMf(x) ¢ limf(x), limg (x)=lim¢ (x)=y

x=cC X— C, X— C. X C, X C.
®ee cc(a,b), I IiMe(x) ¢ liMe(x), xeR, 1iMg(x), 1iM£ () <k,

lim f (%) ;,glim f (%) ,

X— C, X— C.

dann heiBen c¢ Sprungstelle von f und i}glf(x)—%}glf(x) Sprunghohe

von f an dieser Stelle.

000 f fiir acR (zu (a,b)) definiert, 3 limf(x) dann ist die Sprunghohe

X Cy

als 1iMf(x)-f(a) definiert.

Analoge ist eine Sprungstelle bzw -hdhe bei b definiert
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D4.2.1’ (2302) (komplexe Zahlen, Korper K)
Sei DcK, z,&eD’, d.h. z, ist HP, f: D— K gegeben.

1.)f(z) konvergiert gegen w,eK fur z—z,, falls ein w,€EK existiert,
sodass gilt:

V e>0 3 0.>0 mit [£(z)-wol<e V z€ (DN, (20)) -

Schreibweise: 11Mf(z)=w, oder f(z) = w,.
z 7 z— z,

2.)Fur f£: DoK, z,€D’ gilt 1M f(2) =0 : e

zZ— ZU

V c>0 3 80 mit |f(z)|>c V zEMFL&m(zw (Bestimmte Divergenz) .

3.)Seien f,g: D—K und z,eD’ gegeben.

f(z)=0(g(z)) fur z—ozo:e
3 >0 und 3 80 mit |f(z)|<clg(z)| V zeDn Ga(zo).
f(z)=o(g(z)) fur z—oze:e

V e>0 3 8>0 mit |f(z)|<elg(z)| V z&€DN Js(z0) .

Bem: f(z) ist unabhangig von f(z,), falls lUberhaupt f(z) fir z=z,
definiert ist.

-1flir - w < x < g,
Bsp:l.)f(x):={ Ofirx=x = L1IM gey=1, 1Iimg)=-1,
X—>X0 X—>X0'

+H fiirx, < x <

|f(x)— (- 1)| =0<é& Vx mit x, - 6 <x <x,

da | f(x)- 1| =0<¢e Vx mit x, <x<x,+6 (8>0) .
X - X .
2.)f(x) == 0y xER\{xO] = llmf(x)=1,
X = XO X— X

3.)f(x)=1 ¥V x€R\{0}, £(0)=2, LliMe(x)=1, |f(x)-1|1=0<€
V 0<|x|<0, 0>0

4.)f(x)=x inD=(0,1), =x.=1,
lim_ £ (x)-11=|x-11<e ¥ xey’_ (1)ND.

x— xo =1
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5.)f(x)=x? in D=(-0w, o). L1Mf (x)=x2=F (x,) .

X Xg
min{l, £}
—_— -
| £(x) ~£ (x0) = x*=x0" | = x+x | [x-%p <€ ¥ x:]x-%0 <2 x, | +1
// S,
7
| x+x0 | | X=%0 | < | x+%0 | = Rkt 2% | 2 <
XTX X=X XTX - = | X—X X =
’ ’ |0 2% [+1 w20 x, [+
(1x=%0 | +1250 | ) — < (80412 w/g (L P —
X—-X X S rE——— . X = X —_—=
0 T2 x, |+ 22 xg |41 2] x, | #1 2 x, | +1
/
e P2xle < e’ 2lxyle

2% [+1) 20 [+1 = 20% [+1 2x, [+ 2] x, [ +]

moéglich, denn x—x,

min{l, e}

2 ) 2
Y >0 3 6,=2|x,|+1>0: [£(x)- ﬁ)|<£ V x€D mit 0<|x-x0]<0,
ﬁr—/ S (x0)

&

1, fur| x |[# 0 .
6.)f(x)= { . ’ llm:l, |f(x)-1]=0<e V x#0
0, furx =0 x=0
7.)f(z)=e*, z,=0, |f(z)—%ﬁ|§|z| (1+1zle'*)<4|z|, da
Is]

-
~

V |z|<1l gilt JA4F|z| €'*)<4 =
- <3

Iz—quskfib|=|z|<min((8,1/4) = 4|z |<4*min((e,1/4)=4¢ bzw 1

(142 |x,|)=¢ fiir e<1,

V/E:Cé (0) mit &=min((e,1/4): |f(z)—1’|=|f(z)—l|<48
£ %0
#* (eigene Formulierung)
2 2 2
#le*-1|= 1+E+‘ z | +...-1=|z |(1+@+‘ 2| t.o..0)= #lzl (1+]z] (i+ﬂ+| 2|
1 2! 2 2! 3l 4
2
<zl (+1z) (2020 )2
1 2!
#lz| (1+]zle'®)
0 2
Ad 2. Z Z(l x)* =1, falls x€[-1,1] /{0}
=0 0, fallsx =0
Losung: |1-x?|<1 & -1<1- x<1 & -2<-x<0 & 0<|x|<./2 =
2
X
Fur xe€[-1,11\{0 ilt (1-x —_— =1 =
[-1,11\{0} g Z Ao
# Sprungstelle in x=0, Sprunghéhe 1.
D4.2.2(2303) Monotone Funktion
Sei IcR ein Intervall. f:I-R heiBt monoton wachsend(fallend)
auf I:e V x,x€I mit x<x, gilt f(x;)<f(x) (f(x)=f(x)) (fo INEE
f:I-> R heiBt streng monoton wachsend (fallend) auf I:&
V %1, %€I mit x;<x, gilt f(x;)<f(xy) (£(x)>f(x2)) (£ 1,1)
Ist f weder monoton wachsend noch monoton fallend, so sagen wir, f ist

nicht monoton.
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Bsp:1.)I=R,e*1t , 2.)I=(0,o), log x T
I =1[00,x"1

I = ['OOIO) ’ X2

3.) x? = nicht monoton auf R.

D4.2.3(2304) Sei McR oder McC. f:M>R bzw f:M—>C heilt beschrankt
auf M:e 3 c>0 mit |f(z)|<c V zeM.

//D4.1.17 (2202) //

//Fiir z,€C und 6>0 sei Us(z,) :=[z€ C/| z-z,| <6/=6-Umgebung von z, in C//
// Uy (20) 1= Us(2zo) \[2o]=[2€ C|0<| z-2,1<6]. //
//Sei McC, M#@://

//2.)z,€C heiBt Hiufungspunkt (HP)von M:e V £>0 ist Mﬂ%g(z()) 0. //

// M’ sei die Menge aller HP von M und M :=MUM’ die
// abgeschlossene Hiille von M.//

S4.2.1(2304) Konvergenzkriterien flir Funktionen
® Folgenkriterium

Vor:Sei McR, x,eM’, f:M->R, (C)

Beh: limf(z)za o V Folgen (z,).enCM\{z, mit x, == x, gilt limf(zn)za.
9 n— oo n-— o

X X

//# (3)Bem: (A = B & =4 = -B) = (A o B)//

//D2.1.1(1200) Einel’\Folge(zn)=(zn) » cK heiBt konvergent < 3 zeK, sodass
// gilt V €>0 3 hy=n,(€)eEN mit |z,-z|<e V n=n,.

// Dann heift z d,’ei“ Grenzwert oder Limes der Folge (z,) .

|
Bew:“=, Es geltd f(z) =~ a= V>0 3 8=0>0 f(z)€U:(a) Y z€MN Go(zo) -
\ ’ -
Sei (zn)‘\CM\{zo}, Zn — Zo = -7
\ =7 .
_ - 0<Zn—z <0 ilt
Fur 6=5 \)g >0 I ni=n,(0:) n€N mit 0| V n>n, gﬂ
h(reiii’i - z,EM ﬁ[/a(zo) z, €EMNUs (zy)

f (z,) €Y, 5)\ V n>n,(5,) =
vV £>0 3 dp=n, (€ )€EN mit |f(z,)-z|<e ¥ nZnon lim ¢y )=a

2.1.1 7 ®

\ —
»<, Es gelte niktht f(z) -« a=

xX— Xo

o

d ¢,>0 sodass -
beliebig klein

>0 3 z,EMN ["Jé(zo) mit |f(zs) -al=g,

= V neN 3 z.eMnyy,  (zo) mit |f(z,)-al =g =

Sei (z.) €M\{zo}, 0<|z,=z,I<1/n und |f(z.)-al =&

-
= 3 eine Folge (z,)cM\|z, mit z,—>z, und f (z,) nicrta
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Andere Formulierung:
Vor: D—K und ein HP z,€D gegeben.

Beh: 1iMf(z)=w, o f(z,)">"w, ¥ (z,) mit z.€D\{z,} VY n & z."% z

7 27

Bew: “=, (z,) Folge aus D\{z,} mit z," 5" z,

Lim g (z)=w,: V e>0 3 8=0.>0 |f(z)-wy|<e V Z2E€DN s (20)

z— Zg
z, 57z : Ve>0 3 ne: 1z-201<0: V n=n.

Zu €>0: |f(z,)-wy|<e¢ V n=n. d.h. f konvergiert: f(z,) " " w,

//c// llm f (Z) ;éWO =

z- 2z

3 ¢>0: V 8>0 insbesondere §,=1/n 3 zneDm(‘}l/ (zo) mit |f(z,)-w,]|>€,
n

n— oo

Da (z,)€D\{zo} ' z.""z¢= Widerspruch zu Vor |f(z)-w,|—0

Bem:1.)Beachte z,#z, V n (d.h. w, hidngt nicht von f(z,) ab.
2.)Falls z,€D, so gilt: 11Mf(z)=f(z,) o

z— 2,

VY Folgen (z,) mit z,€D V n & z," 37z,gilt: £(z,) konvergiert.
3.) 3 1imfx)eR =

X X

V e>0 3 6>0 mit |f(x1)-f(x,) |<e V xl,xzeMF\{}a(xo).(Cauchy—Krit)

Bew: V=, Sei 11Mf (x)=a =

X Xg

V €>0 3 8=0,,>0: |f(x)-al<&/2 V XEMOIOJ@(XO) =

V %, x,€EMN GB(XO) D lE(x) £ (%) I=1E(x1) —a-f£ (%) +a) | <
| £ (x1)—alt]|-f(x)+tal=f(x)-al+|f(x,)-al<2e/2=¢
s, YE>O0 T 8=06>0: |f(x)-f(x*)|<e, V x,x*EMN %g,(xo)

A

sei Folge (x,)cM\[x mit x, o x, =

n— oo

Zu 0=0, I n¢=n,(8:) EN mit 0<|x,-%,|1<0 V n=>n, () =
| £(x,)-f (%) 1< V n,m>ny(0:) = (£(x4)) 7 Cauchy Folge =

=1

3 aeR:f(x,) = a.

n— oo

Eindeutigkeit:

sei (x.)cM\[xo), = —-x, = (f£(x]))*_ Cauchy Folge

1

= f(x,) == beR.

n— oo
neue Folge xi, x| ,X2, X,,...%Xy, x. 1st auch Cauchyfolge
=
[}

beide Teilfolgen haben gleichen Grenzwert = a=b 0

Llim g (x)=a

X Xg
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#Eigene Variante
//82.1.2 (1250)Eigenschaften konvergenter Folgen//

//Vor:Seien (z,)€C, konv mit z," "z, z,20,2,€C.//

//Beh
//2.) (z,) ©_, 1st eine Cauchy Folge, d.h. //
// V e>0 3 n,(¢) EN mit |z,—znl<€¢ V n,m=>n,//

// Bem:zfﬁz(n—ﬂm)f? Ve>x0 3 n, (€ )EN: | z,-2,| <€ V n,m>n,; (&)

A\

# pSy VE>0 T 8=8>0: | (x1)-£(x2) [<e, V X1, %EMN T (%0)
# sei Folge (xn)CM\{gﬂ\m}t\§$§? Xy =

# Zu 8=0: I no=n, (&) EN mit V<x.,-x7<§ V n>n,(d) =
# Sei X, %€ (Jo(xo) ¥V m,n=n,(d) 4 | £ (M F(x,) [<e ¥V n,m=n, ()
#

3 aeR:f(x,) = a.

-
5§2.1.22.) Bem "o oo

= (f(x)) ™

—
52.1.22) n =1

Andere Formulierungen:
Es seien eine Funktion f:D— K und ein HP z, von D gegeben.

Cauchy Folge

Dann gilt:1iM f£(z) existiert <

Ve>0 3 8,,>0:1f(z)-f(z")I<e ¥ z, z'€y, (z,)ND.

Bew:,=>" Dreiecksungleichung wie bei Reihen
,=%"Sel (z,) eine Folge aus D\{z,} mit z,—z,. (f(z,)) ist
nach Vor eine Cauchy Folge, hat also einen Limes wy.

- —Zg .

Sei %n aus D\{z,}, > n

(f(%n)) ist Cauchyfolge, konvergent gegen ;7“

R Zk, fallsn=2k - - - .
z = (z,) aus D\{z¢}, =z —2z,, f(z,) ist CF,

" |z fallsn =&k + 1

hat also Limes, also muss wy=._. ot Beh

0 -
w S4.2.1
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e ¢ Cauchy-Kriterium
//D4.1.1" (2202) {_’]a(zo) 1= Us(2o) \[zo}={z€ C|0<|2-2,]<8}.//

3 limf(x)eR o V >0 T 8>0 mit | (x:)-f(x,) |<e V %, x,EMN So (o) -

X X

Bew: V=, Sei 11Mf (x)=a =

X—= Xq

V €>0 3 8=8,,>0: |f(x)-al<&/2 V xeMmi}é(xo) =

V %, x,€EMN {}a(xO) (%) (%) [=1E£(xy)—a-f(x) +a) | =
£ (x1)—al+t|-f(x;)+al=1f(x)-al+]|f(x;)-al<2e/2=¢
,=, YE>0 T 8=0>0: |f(x)-f(x*)|<e, V x,x*EMN %MXO) &

sei Folge (X,).eNnCM\[x,] mit x, = x, =

Zu 0=0, I no=n,(8:)EN mit 0<|x,-%c1<0 V n=>n,(d:) =
| £ (x,)—-f(x,) <€ V n,m>ny(0:) = (£(x,)) Cauchy Folge =

n =1

3 aeR:f(x,) = a.

n— oo

Eindeutigkeit:

Sei (x.)cM\{xo}, x=.—-x, = (f(x.))

= f(x,) == beR.

n— oo

neue Folge Xi, x,,X2, X,,...%Xs, x, 1ist auch Cauchyfolge

o0
n =1

Cauchy Folge

=
[

beide Teilfolgen haben gleichen Grenzwert = a=b T

1im f (x)=a

X Xg
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#Eigene Variante
//82.1.2 (1250)Eigenschaften konvergenter Folgen//

//Vor:Seien (z,)€C, konv mit z," "z, z,20,2,€C.//

//Beh
//2.) (z,) ©_, 1st eine Cauchy Folge, d.h. //
// V e>0 3 n,(¢) EN mit |z,—znl<€¢ V n,m=>n,//

// Bem:zfﬁz(n—ﬂm)f? Ve>x0 3 n, (€ )EN: | z,-2,| <€ V n,m>n,; (&)
# pSy VE>0 T 8=0>0: | (x1)-£(x2) [<e, V xi, %EMN (Js(%0) &

¥ sel Folge (xn)CM\{gﬁ\m}t\§$;ﬁ X, =

# Zu 0=0. I ny=n,(0:) EN mit\73*<\[n>::>\<J|~<§ V n>ng(8:) =

# Sei x,,%.E€ 6a(x0) v m,nZnO(ég\)\‘—‘> |f(\x:)‘—f(xm) |<e V n,m>n,(d)
#

3 aeR:f(x,) = a.

-
5§2.1.22.) Bem "o oo

= (f(x)) ™

—
52.1.22) n =1
Andere Formulierungen:
Es seien eine Funktion f:D— K und ein HP z, von D gegeben.

Cauchy Folge

Dann gilt:1iM f£(z) existiert <

Ve>0 3 8,,>0:1f(z)-f(z")I<e ¥ z, z'€y, (z,)ND.

Bew:,=>" Dreiecksungleichung wie bei Reihen
,=%"Sel (z,) eine Folge aus D\{z,} mit z,—z,. (f(z,)) ist
nach Vor eine Cauchy Folge, hat also einen Limes wy.

- —Zg .

Sei %n aus D\{z,}, > n

(f(%n)) ist Cauchyfolge, konvergent gegen ;7“

R Zk, fallsn=2k - - - .
z = (z,) aus D\{z¢}, =z —2z,, f(z,) ist CF,

" |z fallsn =&k + 1

=

hat also Limes, also muss wy=__ o o Beh
w S4.2.1
A4.2.2
a) lim X% ° 1
x— 1 m
x -1

//81.7.2(903) Vor.Seien a,beC, neN, 2.) amh{f”=(a—b)2§ akp" ™
k=0
n-1 n-1
(x - 1)2 %" Z x"
k=0 — k =0
m-1 m-1
(x - lhz'xk 25}8
k=0 k =0

Los:.. == 1lim

=n/m
s1.72 x71 /
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b) lxgql’C_'ll, reQ (fest)
.-

Los: Sei r=§, peZ, geN

® g=1, d.h. r=pe’l

r o0 o0
x" -1 = —

r>0: = Y X2 Y 1v=r
x-1 S1.72 55 o1

r<0: Sei (x,) beliebige Folge aus R\{1}: x, = 1. ObdA x,#0 V n

1 Fo1 (v - 1)~
Sei Yn::x_, neN = Yn:) 1 = Xy :(yn )( yn)_

— oo - -1

" " x, -1 (v, -DCy,)

y;lr_ _ a) »

yoo1 o oy > lmx ol

Br=radd Folg enkrit x x-1
7:H;H-r,da-rd)
® @ plgemein... Sei (x,) beliebige Folge aus R\{1l}: x, = 1.
x -1 | -1
Def y,:= 5, neN = y, 2 1=> - —| 2 Y S r >

x'l n=> oo xn - 1 yn = 1 yn = 1 n\_:oo

Beh, denn g te Wurzel ist stetig (siehe 4.3)

: 1
X X
1 : 1 1 :
Lés: —=|=|+r, re[0,1), liMx|=|=liMy(—_pr)=L1im (1_xr)=]
x X X x

1
| e | | I-x<x*|—| <1 Vx>0
[—}Si<— +1 = i—:|_= _x<— Si V x#0 = ic
D xX X X X X X
S I-x>x*—]=01Vx<0
X
- 1 : : 1
it X - = Sandwichs Grenzwert mit Fo lg enkrit x—=0 x—0 x
[x]
@) lim CD - g
X o0 X
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S4.2.2(2310) Grenzwertregeln
Vor: Geg. f,g:D—K und HP z,

1.) Beh: Existieren lilTlf(z):wo & 1ing(z)zwl, so existieren folgende

z— z z— zo

Limites und es gilt:

(.) Bm (af (2) +Bg (2)) =omo+pws (o, BEK) (..) M £ (2) g (z) =wow.
(. lim LG _Wo

falls w;#0
=2 g(2) w

//84.2.1(2305)
//Vor:Sei McR, x,eM’, f:M-R, g:M-R

//Beh:1.) (Folgenkriterium) li-mf(x):az e V Folgen (x,)cM\[x,/
X Xq

/7 mit x, 2 x, gilt 1iMf(x )=a.

n— oo

Bew: S4.2.2 mit S4.2.1 Folgenkonvergenz untersuchen, dann folgen
die Beh. mit den Grenzwertregeln fur Folgen.

2.)linlf(x)=a und a<o(>a bzw #a) = 3J &>0: f(x)<a(>a,#a) V xEMﬂ]Sm(xM.

X X

Bew:i}ﬁ (x)=a, a<a, = Zu €:=a-a>0 3 &0:|f(x)-al<a-a, V xEMﬂ£}5(xw,

d.h. —-&<f(x)-a<e = -(o-a)<f(x)-a<o-a = -o+2a<f (x)<o =
f(x)<a V x€EMN {’Jé (%0)
//S82.2.2 (1301)Vor: (a,) CR monoton und beschrdnkt Beh:3d %}g a.//
3.)Ist M=I ein Intervall und 3 6>0 sodass f auf IN(x,-0,x,) bzw
IN (X0, X0+0) monoton und beschrankt ist, so 3 gfgnf(x) bzw lirrLf(x).
0- X=Xy

Bew: gesucht!!!!!
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//D4.1.1" (2202)//
//Fiir z,€C und 6>0 sei Us(z,) :=[z€ C/| z-z,| <6/=6-Umgebung von z, in C//

// -E)J(S(ZO) := Us(29) \[zo/=[z€ C|0O<| z-2,| <O). //
//2.) Sei McC, M#©:z,EC heiBt Hiufungspunkt (HP)von M:<
// V e>0 ist Mﬂ[OJg(ZO)¢@. //
// M’ sei die Menge aller HP‘von M und T :=MUM’ die
// \ ________________ \\ abgeschlossene Hiille von M.//
4. )Sele\n M,HcR, f:M>H, h:ioR, e /
/
(® )Sel E =lim £ (z), dann gilt \yoeH J
\ Z—>Z
\
(0 ® )Fa\lls‘llmh( )=c existiert, \§o él limy (£(z))=c
Z*)ZO

//D4.2.1" \(23p2) DcK, HP z,eD ' f: D#K //

//1.) f(z) \fu;_’ z :’ zo konvergent .@/\5’ w,eK://

// 4 g>0||_—7 0.>0 mit |f(z) w0|<8/\7’ z\ngU6 (zo) .//

// SchrelbW@lse LM £ (z)=w, odey f(z)—‘»wo(z_’%)fur z2—20.//

/
//Bem:Selbst Wenn zo&D, hdngt den nzwer\t nicht von f(z,) ab.//

Bew

\h&f(z)) R
/ \
| \ / \

%OEMK HP(liegen//meist Skizz\e eigentlich fir komplexe
| \\ im Inneren) Zahlern in M und H
//84.2.1(2305) | ( Folqenkrite;fium) \
//Vor:Sei McR, lI X, EM’ \, f:M—;/R, (C) \\
//Beh: llmf( )| a o V Fol;ﬁen (Zn) nenCM\[zo} mit x, :"C)on gllt %}gf( L) =a
D4.2.1’ (2302) DcK, HP\ zeD & £: D»K gegeben.__-—X"
//1.)f(z) konvdrgiert f\U,i’ z—z,: 3 wekK, -7 \\
. - \
// VY >0 3 850 mit |f(z)-wol<e ¥ z€MN(y, (zo). LIMf(zh=w, oder f(z) = w,.
/N e 2= 2z \ z— z,
/ \ \
(®)Sei (zn)neNCM\[xO}// mit\ z, — Zo f(HZ ) = Yo \\
\ n— oo eHMm n— oo
/ \ \
1.Fall 3 N,eN rr}/it ﬁ,z_z”\z=yo V n=N, = y,€H \\
eH M \

/
\ \

2.Fall ff(Z )iyo v nENf(& - V e>0 ist MN 1. (f(xy)) #@ \$> yo HP von H
i e = U
/ 1
// = \YOEH’ \
_ \
Fali1&2 yOEHZEIUH’ . \\ \
/ \
/ \ \
/ \
//4.)Seien M, H/CR f:M->H, h:H-R, \ZoEM .

// (e e )Falzls —;]/—lgﬂh(y)zc existiekt, so 3 Zlinzlh(f(Z))=C

Bew (® ® ): Sei y,€H’ und 3 %};nh(y)=c. Gilt dann UM h(f(x))=c? Nein!
0 Z7= Xg

1imy (y)=c & V¥ €0 3 n=m.>0: h(y)€U(c) ¥ yEHN (o)

Y= Yo
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lim £ (z)=y, &

V N>0 3 8=0(M)>0:f(z) €U, (y,) V zEMﬂGa(ZO) oder
(.)yE€EH'\H oder

(..)3 Uy, (xo)mit f(z)#y, ¥V z€MN [y, (%) (8<8) oder
(...)yo€HNH’ und c=h(yy)

-~
() ) (e

h(f(z))€EU:(c) V zEMﬂ{Ia' (x), 8'=min(d, 8,

#Eigener Versuch:

s(o®) (_)i-j—g(}h(y)=c © V&0 3 n=m>0: h(y)€U(c) ¥V yEHN Ty (yo)
# lmg(z)=y, &
# YV Nn>0 3 6=0(M)>0:f(z) €U, (yo) V zEMﬂ%a(zO) oder
# f(z)€Uy(y,) NH YV zeMN t‘}é(zo),
falls gilt: I TcU,(yo) mit T=TU{y,}<ZH
(L) Zlijgf(z)zyo o V >0 3 8,=8",>0:f(z) €U, (vo) Y zEMﬂ&él (Zo)
¥ (...)Zlijgf(z)ﬂ/O e V n>0 3 8,=8,M,>0:f(z) €U, (vo) \ (TU{yo}) VY zeMmf](51 (Zo)

S =min{d,.5, }
——

# = Vy

(9.0
Bem:S4.2.2 1.) gilt analog fir McC, f,g:M—C, HcC, h:H-C

Die Grenzwertregeln gelten auch bei uneigentlichen HP mit
eigentlichen Grenzwerten.
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Andere Formulierungen:

Vor: f: D-D,cK, z, HP von D: 11Inf(z)=wo€D1

z— zg

g: D—K: limg(z)zg(WO)Dl

z— Zy

Beh: Mg (f(z))=g(w,)= 1M g(y))

z— zo w— wy

Bew: Im Allgemeinen ist wy, kei HP von D; (z.B. f=const).

Folgenkriterium = V (z,) aus D\{z.}, z.—z¢ gilt g(f(z.)) — g (wo)

2. Vor
w,=£ (z,) —wo
//82.3.21(1459)Wichtige Grenzwerte//

-1
//3.) m 298 o 50,/
n

) P
//4.)in o ps0)//

Bsp:1.)fi(x)=2—,xeD, aeR. 1im £ (x)=0, (siehe )
eX X en
1 _ : . logn
2.6 (x)="2% xep, ae® . 1M £,(x)=0, (siehe —2)
X n
- lo l
gX=O nach 2.)

3.) f;(x)=xblog x, x€D, p>0, %321 f3(X):lx'£rgl

1/ =P
//S4.2.2 (2310) 4.)Seien M,HcR, f:M—>H, h:H—-R, x&emM’. //

// (®)Sei y0:=limf(x), dann gilt y€m . //

X— Xg

// (e ®)Falls IiMn(y)=c existiert, so 3 M n (£ (x))=c//

A4.2.3 Es seien die Funktionen f,h: R—»R definiert durch
f(x):{xfiirx>0 _[l1furx #0

0 fiir x <o "N DT oo

Existiert 1liM(nhof) (x)2

1, fall >0 : .
Jatlsx = 1lim (ho f) (x)=1#£0=11M (ho f) (x) =
O, fallsx =0 x— 0, x— 0.

1lim (ho f) (x) existiert nicht (vgl S4.2.3 4.))

x— 0

Los: (hof) (x)={

¢ A lim ¢ da lim £(0)=0% ¥ =lim £(q)

X— X x>0 X—04
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A4 .2 .4 Untersuche folgende Grenzwerte mit Hilfe der Definition

n

firx #1 mit einem festen n€eN,.

a) £:RoR, 1Im £ (x)=i""7
0firx =1

a,beC, neN,, 2.)a"'-b""=(a-b) Y ab"*//
k=0

//81.7.2(903)
f,g:D0—=K und HP gz,

O m £ (2) g (z) =wow,

z— Zo

//S4.2.2(2310) Vor: Geg.
//1.) Beh: 3 Mg (z)—y, ¢ liMg(z)=w, = 3 (

Z—>ZO
n
x -1 =
" Z x" —>§ 1¥=n) ,genauer..

Ohne Def:Fliur x#1:f(x)=
x -1 s172 &

Los:

n-1
lim lim v = lim~ o) v _
X*l t Z i1 % S43.11) s (53 »X\) VZ:; b
v= \\
Beh: li{:f ~.
\\q
Bew:Vé?>Q 3 06>0: | f(x)-n|<e V xR mit 0<|x- D{<9H.
\ Yo MO
: & no-
Sei €>0 bel'\fest. Wihle Bzmin[L(E;} = [f(x)-rg |=
\ \\ v =0
p \ T
n-1 A n-1 v-1 =
V- b x*) < _ <
|ZO (x 1>||S1‘7.§\2.)|VZ:O (Z XDU Z 2 NRIEST
\ \ =
2" -1 N
Z ) | x- 1|<E 2V x- 1|— |x-1]<270<€ V x€ER:0<|x-1]<d
v=0 ﬁv VO\
' IXILQ)
|f(x)-n|<e V x€R:0<|x-1<d

(insbesondere ist

\
Es wurde also gezeigt: V &>0 3 8>0:
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b) lxgql’C_'ll, reQ (fest)
.-

Los: Sei r=f§, peZ, geN
® g=1, d.h. r=pe’l
r>0: X -1=Z "2 3 1'=r

.X'l v =0 xﬂlv:ﬂ

r<0: Sei (x,) beliebige Folge aus R\{1}: x, = 1. ObdA x,#0 V n

, Vv, -1
. 1 — x, -1 —— () =
Sei yn:—z, neN = y“nfwl = - -1 x, -1 ;ﬂg_l—r -
n —n:;a-r,da-ra)
limx -1
x—1 x_l
® ® plgemein... Sei (x,) beliebige Folge aus R\{1l}: x, = 1.
P x" -1 N | o1 -
Def vy.:=_4¢, neEN > y, = 1= = = | 2a /yn — r =
X n— o x, -1 |y -1 yv,- 1] =

Beh, denn g te Wurzel ist stetig

einfachere Variante:

n
lim% -1
x—1 Xm _ 1

n-1 n-1
(x - 1Y x* Y x*
.o 1lim k=0 _k=0 _
Los:.. i — — n/m
(x - 1)) x* x*
k=0 k=0
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c) £(0,0)—= R, neN, fest, lﬂig}f(x)=3X27+2= ?
\ * x° + 1
\ n
//81.7.2(%03) Vor.Seien a,beC, neN, 2.) a™'-b*'=(a-b) Y ab"™*
\ k=0

\
\

//D4.2.1 3.)%}\{Bf(x)=a€R (bzw. 11iMf(x)=a€R):

// o V e>0 q c>0 mit |f(x)-al<e V x>c (bzw V x<-c).
\

\ [
1Los:1.Fall:n=0 oder n=1. Be,’n:%i—{f}f(x)=0.
Bew: Sei &>0 bel. (fest)l'. Wahle c=max|5/¢,1] =

= 3" +2 K x" <
£x)-0] =X *2 =5 S 5% _g/xc5/c=e ¥ oxvo
x>0 x> 4 ] 2=ox® x? n=0oderl 2

2.Fall:n=2. Beh:ldI £ (x)=3.
Bew:Sei €>0 bel. (fest). Wghle c=y1/¢ (= c>0) =

2 _ 2 \\_ -
|£(x)-3|= P2 +3(1X ] j(‘}/x2<l/c2=£ V x>c
X

P
3.Fall:n=>3, Beh:%}?}f(x)=oo d.h. V k>0 3 c>0:f(x)>k V x>c.
Bew:Sei k>0 beliebig(fest). Wahle c=max{l,k| = c>0 =
>

3x" +2 > 3% 3 =
"Zn23x>c>k V x>c

)= a g s 27 2%
' |X+2| irx #-2
d) f:R_) R, DENo, i}gf(x): x+2 9f£lrx ?

0, flirx =-2

Los: 1—_%“21 f(x) existiert nicht

|1— al, falls x > -2
Bew:Sei a€R beliebig |f(x)-al|=1|]-1- a| =|l+a|, fallsx <-2
S~ |— al, falls x =-

1.Fall:a=1. Wahle e=|1+a| (= &>0).~Sai 0>0 bel,

Wihle x€ %6(—2) mit x<-2 \:\Tf\cg)\—a\|x1\1+a|zs
2.Fall:a#1. Wahle e=|1-al| (= €>0). Sei 8>0 bel.

Wihle x€ %5(—2) mit x>-2 = |[f(x)-al=|1l-al=>¢
Es wurde also gezeigt: V a€R 3 e>0 V 6>0 I x€ 65(—2): f(x)-al=e d.h.
es gilt nicht

3 aeR V &>0 3 80 V xeﬁﬁ(—Z):lf(x)—alﬂi d.h. es gilt nicht:
3 aeR:1im £ (x)=3.

x— -2

Alternativ:Aus D4.2.1 folgt:limf(x) existiert =a ©
X— X

lim f(x)= lim f(x)=a existiert.

Bs gilt: 1IM £(x)=1 (Zu €>0 bel. Wihle 8>0 bel =

|£(x)-1]=0 V x€R:-2<x<-2+J)

und  11M £(x)=-1 (Zue>0 bel. Wahle 8>0 bel =
£(x)-(-1) |=0 V x€R:-2-8<x<-2)
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lim f(x)y# 11iM f(x) = limf(x) existiert nicht

X— -2, x— - 2_ % -2
2
x“-4x+4
e) f: C-C, lx—i,rznf(x): Tﬁtrx¢2 >
0 fiir x =2
- 2 .
Los:£(x)=% "9 —x 2 falls x#2. Beh:limf(x)=0.

X - 2
Bew: Sei €>0 beliebig. Wahle 0=¢ =
|£f(x)-0]=|x-2]<0=¢ V x€R: 0<|x-21|<d

xsml/xfurx #0

f)f:R_)R' llmf( 0firx =0

Los: Beh:liMf (x)=0.

|sin1 /x|<IX
%/—/_

Bew:Sei €>0. Wahle 6=¢ = |f(x)-0]| §o|x| -|<d=¢ V x€R:0<|x]|<0.

X =1 *
Zzu *: VYV a€eR gilt:|sin a|<1 (und |cos a|<1), denn
sin®a+cos?o=1 = sin?a=1l-cos?0<l = |sin a|=<1
(und cos?a=1- sin?a<l = |cos a|=<1)

A4.2.5 Betrachte die Funktion f:D— R und bestimme folgende
Grenzwerte im Fall ihrer Existenz:

//81.7.2(903) Vor.Seien a,beC, neN, 2.) a“*l—b““:(a—b)z akprk

k=0
//84.2.2(2310) Vor: f,g:D-K & HP z,
//1.) Beh: 3 lm g (z)—y, ¢ Mg (z)=y, = 3 UM (gf (z) +Bg (2) ) =owo+Pw: (o, pEK)
z— zg z— zZg z— Zg

k _ k
)lxiraﬂf( ), £(x)=2"2 mit keN und a€R sowie D=R\{a}.

X - a

k

S . X Vgkl-v 2 k-1-v = k-1
Los:Fur x#a gilt f(x)= S o Z:'O xX'a - Z a‘a Sa321) ka

3 2
pylime (x), £(x)=X "2 " IX*+0 ir DoR\{2}.

X2 % - 2
LOs:x°+2x%-11x+6=(x-2) (x*+4x-3) .

lim £ (x)=22+4%2-3=9

f(x)=x’+4x-3
S4.2.
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oy lime(x), £(x)=1" V1" % it p=(-1,1)\{0}.

x—-0 2
X
Los:Fiir jede Folge (x,) 7_, in (-1,1)\{0} mit 1limMx -0 gilt
1-x 1+y1-x 1-(-x) 1

2
%’ 1+\/1-x§_><f1(1+\/l- x’) 1+41- %
" 1/2 = lime(x)=1/2

4y Lim g (x), £(x)=220%

x—0

mit D=R\{0}.

X

2k+1 2k

Los:Flir x#0 gilt:f(x)=

sinx 1 & (-1)F v (-
=;;25 = 22

X k=0 Pk + 1) ! =0 2k + 1) !

(@}

Limg (= § D07 =

[}
x=0 =0 @k + 1) ! 442.44d)

A4.2.6 Bestimme folgende Grenzwerte im Fall ihrer Existenz:
4’ + 2x° + 1

a) 1im
X —> =00 2X3 + x
2 1
4+ 5+ =
. X X3 xX—> -0
LOS:X?&OIil_\:) 2
2 + S4.2.2

2
) 1M (Jox® ¥ 2x + 1-3%)

Los:Flir jede Folge (x,)

. ' . 1 n— oo
*_, in R mit x,—0 gilt = 0

n

(\/2— 3 )1l9xi+2xn+l+3xn 9Xi+2xn+1'9xi
O9x “ + 2x +1—5%n = =
; ’ Vox% + 2% +1 +3x \/9xi +2x, +1 +3x,

X, 2 /
et —=1/3
— \/5 +3

, _ [x]
c)lim GL , x€R

Los:Es sei €>0 baf. Setze x,(g¢):=1/e. Dann gilt fiur x>x,(€) :
_ [x] [x]
|£_}l_fi_o|: x o x_1_ . L 1linED x_,
x? + 1 1+x x* x xow 24
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d) lim (1+1/x)*, =€R

//82.3.10 (1403)[(1+1/n)", (1+1/n)"*] ist fiir eine Intervallschachtelung//
// mit 1im(1+1/n)n=lim 143/n)"i=:e, neN d.h. 2,37<e<3,16
//#82.3.4(1401) a,b,x€R, a>0: xPa*>0 & T falls a>1

// ohne Bew: a* & b* fiir x>0

a<b

18s: x>0 = x>0. Z.z. £}§(1+1/x)xze_

</[x]
——
(1+1/n)* 2 e, (1+1/n)™ 2 e, (1+1/x)* 554(1+1/[X])””1
n— oo n— oo e s2.3.
2[x]
1
Fur x€[n,n+1] gilt: (1+1/x)*<(1+1/n)™ & (1+1/x)* = (1+n+1)r=x,
/ s2.3.4
/ e
/
/ 1 /
; ; ! : 1 1 /
e=110 (1+1/n)»=11m (141 /) =lim (14— )=t 1+ ;=
S n- o , e N+ 1 n+j
\\\\ / ~< - — 1
~~_/ ~ L
¥V e>0 3 no(e): | (1+—J"T=ey<e & | (1+ )"-e1<€ ¥V n=n,(e) =
ry n+1 /
/ 1
x>ng(e) ! (1+1/x)F-e< (1l4+1/n)*'-e<e & (l+l/xh&—e2(l+ T)“—ei’—s =
. i %
| (1+1/x)*-e|<e ¥V X?Eﬂgzxﬁﬂgzﬁg;géﬁj ””””
* Damit zﬁéieﬁtﬁﬁ§~5éibehalten wird >-¢ geschrieben... eine richtige

Aussage
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X x/2
1ime - 1- xe
e) x—0 X3
DD
e* - 1- xe"'?
Los: ];i%l 3 ];]Q%n k=0 im0 25 k! =
X x3
2 3 0 k 2 0 k+1
x°  x X X X b
ol x+r—+—-1+ > —-x(1+—+"—")-
Lim 2 ék! I+ %) éz"k!=
x3
x3 x3 0 xk 0 xk 3 ‘-
lim 6 - §+ZF- sz—l(k_ 1)':l_l+lim2 xk ’ +llm2 x—:
o T 6 8 U Tk U 2Rk DY
X
0 k k—4
%-gﬁﬁ?x 24 k! +lxiﬁ? % 2"‘(1« 1)'—1-%%
|
£) LM o (e - )
Los:, . lim¥xe+1- % 14 x _lim 1 _q/)
o0 Jorl +dx O x4+l Az Pl x+1
g) lim (L __12

2 2-x 8-x’

Los: a"-pb™!'=(a-b) Z abrY = «8% -x’=(2-x) (x°+2x+4) =

v=0 —
L .12 o1 x2+2x-8): -4-x ., -4-2 0 1
2-x X 42x+4 2-x XP42x+4 X +2x+4 0227 42%2+4 2

xzi'(l- x*)" =1, falls x€[-1,1] /{0}

k=0
k=0 0, fallsx =0
Losung: |1-x?|<1 & -1<1- x<1 & -2<-x<0 & 0<|x|<./2 =
. — .
Fir x€[-1,1] gilt é’o x2 (1-x2)" “Taa =
S4.2.3(2320)

lim
Sei f:I— R monoton wachsend (fallend) und beschrankt, dann existiert __ =+
0]

f(x) V HP von IN(-o,x,) (IN(xe,®))
Bew:?2?2?272°?
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