S4.4.3(2530) Umkehrfunktion und Stetigkeit
Vor: ® Intervall IcCR,

@0 f:T-5 R stetig auf I, d.h. J=£f(I) = J:=f(I) ein Intervall.

ZWS4.4.1 Bem?2.)

@00 f:T-Rstreng monoton

—
—
—

Aussage: Auf dem Intervall J= ﬁj}r gllt

¢ Zu f 3 im glelchéh Sinn wie f streng monotone f*

e 7u f J stetige f' auf dem Intervall J=f(I)
//84.4.1 (25QQLZWféchenwertsatz (ZWS) //
//VOr:Sgi/féR ein Intervall & f:I—-R stetig auf I, a,b€Il, a<b.//
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€la,b] mit f(x)=y.//
//Bem: 2.)J:=f(I) ist ein Intervall cR.//
//S4.4.2 (2506)Es sei f:I—= R stetig. Dann ist f genau dann injektiv,
// wenn f streng monoton ist.//
//84.3.2(2407)Folgenstetigkeit//
// Genau dann ist f=D— K stetig in x,€D, wenn fur Jjede Folge //

// (%x,) in D mit x, © X, auch f(x,) =— f(xo) gilt.//

Bew: ® Nach S4.4.2 f£:I-J injektiv =
=[a,b], V x€I:f(a) = f(x) = f(b) = f(x)E[f(a),f(b)]

f monoton f monoton
ye[f(a),f(b)];§213 x€la,bl:f(x)=y V ye[f(a),f(b)] =
f :[a,b]—>[f(a),f(b)] surjektiv BspPrinzipskizze
= f bijektiv = I f£f1t:J-I /

O.Bd.A. sei £ 7T :x1<x2 o /
£ (x1) =y1<y=1f (x%2) , (y\l)\<‘f (y2) = }/0+62

vi<y,. ® @ Seij XOEJ dann @x1st1ert/
XoE€E T mlt vo=f (x0), €>0 \ ‘ Yol
(so klelﬁ, dass (xo- s>%+s)CI) /yb—él
= 3 61>O 62>0\\\ \\ | | | |

\
f(xo—€)=yo— 61 pA Y0+62 (XB“‘*&) \\ \\ Xo—€ Xo XgtE€

~\
Wahle 65.—m1n(61,62)>0. Weil £ gil\‘g < I >
Ro—e=f7" (yo=01) <f71 (yo=0:) <E7' (y) <E7 (yorO) <f7 (yo+0;) =x,+e )

L = — e —_— = -

V y€T5 (Vo) €T, TdhL, £ (Us, (v0) > CU. (x0)
# = V yn [s'e) \
D:l;:g (yo) EU::(yO) ) n= n— o N S bij= [ bij ¢

= f' ist stetig.
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//S4.4.2(2507) Vor: f:I- R stetig. Beh: f injektiv & f streng monoton.
(2531)Korollar S4.4.2

(.) log x:(0,0)> R ist stetig und streng monoton wachsend
Bew:e* :R—(0,o) bijektiv, T und stetig S§Z3Beh

(..)sinh x: R R ist 7T und stetig, £f(R)=» R d.h. er hat
Umkehrfunktion:Arsinh: R> RT und stetig.

0 2v+1
Bew:stetig weil PR. sinh x=) ————, KR R=w,
v=o (2v + 1) !

T auf [0,o), weil x*"'1 , T auf R weil sinh x=-sinh (-x)

(...)cosh x:[0,0)—>[1,0) istT und stetig und surjektiv, seine
Umkehrfunktion Arcosh x:[1,®)—[0,0) ist T und stetig.

A4.4.7 Zeige die Stetigkeit der Funktion

a)a* auf R, wobei a€R..

//84.3.3(2408) Vor:f,g mit M> R, stetig im Punkt x.EM.//

// 3.)Sind f:D—D; stetig in x,€D und g:D;— K stetig in x,€D bzw//
// f (x0) €D;, so ist die Hintereinanderausfihrung //

// go f:D— K stetig in x,.//

Los: a*=e*®?9 2, f:x & xlog a stetig, Werte in R,

g:y & eY stetig auf R a*=g° f(x) stetig

-~
54.3.3 3)

b)x* auf R,, wobei a€eR.

//84.4.3(2530) Ist f:I—» R streng monoton und stetig auf I, so besitzt f //
//auf dem Intervall J=f(I) eine Umkehrfunktion f™*, welche dort stetig ist/
//und im selben Sinne wie f streng monoton ist.//
Los:x%=e®°9 *=ho go f (x) .
fix LOF»gX €R, itff_g,. g: 2 (& y)ER stetig auf R. h: & Be” stetig auf R,
=71 (exp(x) 54.3.3 eR ER ER

= x* stetig auf R..
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S4.4.4(2532)
a) sin x>0 V x€(0,2]

¢ D
Bew: sin XZZ \ 2ktl=
k=0

QRFDL
\

(' 1)0 2%0+1 \(' 1)1 2%1+1 (' 1)2 2%2+1 (' 1)3 2%3
———— x¥"0y T~ 2 xPelp T x2Sy
2%0 +1)! (2%\1+1)zX 2* 2+ Q* 3+

1 2*%4+1 _ ! 2*5+1 1 2*6+1 1 2*T7+1 —
Qx4+ @*s D T2re+n ” Q7+ " T
\
1 0+l 1 5 0+3 \\ 1 2% (2+0)+1_ 1 2(2+41) 414
(0 +1)! (0 +3)! (2\*(2+0)+1)! R*Q+DH+1!
1 2% (2*%2) +1 _ \\‘ ]' 2*(2*2+1)+1_|_
((2*(@2*2)+1)! ((2*\(2*2+1)+1))!
\
1 N
+ 2% (2*3)+1 _ \ 2*7+1_|_' .
(21*(2*3)+1)! * (2% (2%341))+1)1
1 ! 1
- - 4*0+1 _ o — 4*0+3 4*1+1_ o 4*1+2+l_|_
(4x0+1)1 (4%0+3)1 * (4%1+1)1 * (4%1+2+1)!
\ -
(( 1) )) X4*2+1_( ,.I 1 ) M2+2%1+1 P
4%2)+1))! 4%2+2%1+1))! 7 -7
1 ’ 1/ \ -7
+ — 4*3+1_ | X2*7\l+// _
((4%3)+1))! (4%352141)1 = <77
0 X4*)\+1 X4*I,}\+3/// //;///;;k)&l \\ — XZ
— (=2 e (42+2)(42+3)
i=0 (4*)\+1). (4*};:-/;% <" i=0 (4*)\+1\! 42
,I,/// \ ‘6 3
' ‘\ 1 & A
(x?<4 & (4A+2) (4A43)26 ¥ AEN,) 2aeDr—=5 >0 V x€(0,2
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b) cos x ist im Intervall [0,2] {

//83.6.3(2106) V z=x+iy, z,,z,€C gilt:

//2.)cos z=cos(-z). sin z=-sin(-2z)

//3.)cos (z,+2,)=Ccos z,cO0S z,-sin z; sin z, (Additionstheoreme)

// sin(z;+z,)=sin z,cos z,-cos =z, sin z, =

// sin(z,-z,)=sin z,cos(-z,)-cos z; sin(-z,)=sin z,Cco0s z,+cos z; sin z,

Bew: x:,%X,€[0,2] & x:<X,:

X5 2 _
COS X;—CO0S X,=cos ( + cos ( + =
2 2
x x X
cos? (L )-sin?(—L)-(cos? (=2 )-sin?(=2))=
( > ) ( > ) = ( ( 5 ) ( ))
x b%
-2 (sin’(=L)-sin?(=2))=
2 2
—2(sin? (XL (sin? (22 ) +cos? (22 ) ) -sin?(22) (sin? (2L ) +cos? (2L =
( ( > ) ( ( > ) ( > )) ( > ) ( ( 5 ) ( 5 )))

2 (sin? (M) sin? (22 )+sin? (XL ) (cos? (22 )-sin? (22 ) *
( ( > ) ( > ) ( 5 ) ( ( > ) ( )

X, - X
L2 ﬁ()=2 cos |
a

sin

-2sin

#c) cos x 1ist im Intervall [0,m] |

T T JT
# Bew: x€[0, = cos (= -x)+cos (=+x) =
(0, 2], ( > ) ( > )
JT
" coscz)cos(_x)+ sum ) $n( Xx) Cos(z)COS 5111(2)Sln X)=0 =
T T = Sll’lx T T
# —cos(%%—x)=cos(——+x)
T T
# X1, %€[0, =] & xX>%X;, =@ (—-%1)<(—-X2), (—+X})>(—+X2)
2 2 e
JU JU s Ve
# % COS(E_X1)>COS(E_X2) = /////// //
# —cos(]t—x )<—cos(7t—x ) cos(7t+§/;%6gs(7r4; ) = cos | V xe[]r 7]
2 1 2 270 > 1/, 2 2 2 ’
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d)Die Funktion cos besitzt eine kleinste positive Nullstelle x,, welche im
2 2 4

Intervall (1,2) liegt. Es gilt 1—‘%<cos x<l—X7+X— fir 0<x<2.

41
//84.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)// /|\

//Vor:Sei ICR ein Intervall ' f:I—-R stetig auf I, a,b€I, a<b //
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€la, b] mit f(X)I—y //

//84.3.5(2410) Identitdtsssatz fiur Potenzreihen// |

0 0

|
//2.)Vor:Die Potenzreihen f(z)::Z ar(z-z,)%, (p(z)::Z o (z-%,)% //

kn =0 k=0

//  haben KR, R>0. 3 eine Folge (z,)CUx(z,)\[z,"] mit //
//  zZy—>zy €Uk (20) (n—>) und f(z,)=@(z,) V neN//
//Beh:ay=a, V k€N, und damit f(z)=@(z) V z€Ux(zy).//

//Bem (..)Gilt f(z,)=0 VY n z,2 =z, = f(z) =0

//von C haufen.//
//D2.4.177 (1500)Sei (z,)cR. Ein z€R heiBt Hiufungswert (HW)
//V €>0 gilt |z,-z|<e fiir unendlich viele neN <//

//Ve>0 gilt =z,eU€ (z)) fiir o viele n.//
Bew: Aus Potenzreihendarstellung, da fir x&€(0,2):

von (z,): <//

|
|
|
|
|
|
|
|
|
// (...)Nullstellen von sin, cos, sinh, cosh kdénnen sich in ke%nem Punkt //
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

2 x
-3 [©n]
cosx-(_ 2 )=2 (-1)v\2v)_
N v=2
v=0,1
x2*2 X 2*3 24 x2S x2*6 x27
g (2*2) _(2=3)r (2=a) _(oxs), (2xen _(2*7N,_ _ 4
x4 x2 x4*2 xz x4*3 sz

- |

g (4) (1-5%6 )+(4*2)! (1_(4*2+1)*(4*2+2))+(4*3)z (1- (4*3+DT(4*3+2) ), _
<1 |
2 |

. - x |
Z =x* (4v +1)(4v +2)
vy >0 )>0 da (4v+1) (4v+2)>x% ¥V v>1 & VYV 0<x<2.
x?  x* < x7
cos x-(1- 5 +21 Z:; (-1) (2v)
. wer - X
Z‘ 2 i (av + 3)av + 4) K : ’//,,/’
Vel (4‘/‘*2)' _____ > _ ____ Y<0, —da x%« L (av+3) (4v+d) M¥=T s V 0<x<2:

2 g
X .. —_
# = cos x>l—7 # = cos x>0_flir-62x<1

—
-~ -
—
— ~
- ~ ~

2 - ~
# cos x<l-——= S +_# = TS~ T~_
2 41 ~~ T~
cos 2<1-2416/24=-142/3=-1/3<0 & cos x>1-x?/231=2/2>0 in (0,1] =3

cos x hat mindestens eine Nullstelle X, in (1,2) unc\i\?'eine in (0,17.

Sei M:={x€(1,2) |cos x=0} = Mz0.
Sei xg:=inf M = x,=min M da cos stetig
= 1<x¢<2 & xo=:m/2=1,57.. ist kleinste positive Nullstelle von cos X.

e) cos x>0 V x€[0,w/2)
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//83.6.3(2106) V z=x+iy, z,,z,€C gilt: 5.)cos 0=1

//S4.4.4 #c) cos x ist im Intervall [0,m] |

// d)Die Funktion cos besitzt eine kleinste positive Nullstelle
// Xo=:1/2, welche im Intervall (1,2) liegt.

Bew: S$3.6.3 & S4.4.4 ¢c) & S4.4.4 d) = Beh

D4.4.2 (2535) Die reelle Zahl 2* Xo heiBt m

aus S4.4.4d)
Bem: (.)m ist eine reelle transzendente Zahl,m=3,14159265358979.

(..)Es gilt auf (0,2] (analoger Bew wie oben:
3

a)x—$;-<sin x<x = sin mw/2>0 und ferner (Additionsth):

P)sin (m/24m/2)=sin (w)=2sin (n/2)cos (n/2)=0 da cos(ni%)
y)sin (m/2)=1, (da (cos®(n/2)+sini(n72)=1, sinm/:

___._—-————'

§ ) cosm=cos®(n/2)-sin®(n/2)=-

Andere Formulierung, Definition und Satz

cos hat im Intervall [0,2] genau 1 Nullstelle §, m=2E, cos%§=0, sin%§=l

//S4.3.1 Expotential-, Trigonometrische, hyperbolische Funktionen sind//
// stetig auf ganz C.//

//84.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)//

//Vor:Sei ICR ein Intervall, f:I-R stetig auf I, a,b€I, a<b.

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€la,b] mit f(x)=y.//

//S4.4.4(2533) a)sin x>0 V x€(0,2] b) cos x ist im Intervall [0,2] {
Bew: cos OS3635)1 und .
@ 2k 2k 2(k+1) 2k 20k+1)
cos ( 2: D 2 =1- ﬂl 16...—+m— 2 + 2 _2 + 2 =
“ (26! 2 24 (2K 2k +D)! (20! (2(k +1)!
2k 4 4 /
2—(—l+ §O, denn Si=i<1/2
(2K)! 2k + )2k + 2) Qk+1)(2k+2) " 7*8 14
cos 2<0 /
S4.3.1: cos stetig 2 3 Nullstelle von cos in [0,2] =
S4.4.1 cos L in [0,2]
d genau 1 Nullstelle §:=%§
2
l=cos_5+sin221 = sinzz=1 oder -1 2 sin x>0 V x€(0,2] = sinZ£=1
N 2 2 54.4.4 2
=0
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//83.6.3(2104) Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen//
// V z=x+iy, z,,z,€C gilt://

//1.)e'*=cos z +isin z (Eulersche Formel),//

// e?=e*eY=e* (cos y +1 sin vy). //

S4.4.5(2535) exp(i*%)=i, exp (i*m)=-1, exp(i*%)=—l, exp (2n*i)=1

Bew: exp(i*zz) coszz+i*sinzz=0+i*1:1
2 2 2

=
5§3.6.3

i*n’+i*ﬂr)=ex i*ﬂrex i*ﬂ7=i*i=—l
2 2 P 2 P 2

analog die anderen Gleichungen

exp (1*m) =exp (
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S4.4.6(2536) Periodizitaten und Idenditaten der trigonometrischen

Funktionen
Es gilt fiur x€R bzw zeC:
a) sin(x+m/2)=cos x, sin(x+m)=-sin x, cos(x+m/2)=-sin x, COS (X+T)=-CcoSx

//83.6.3(2106) V z=x+iy, z,,z,€C gilt:

ZZV

//2.) cos z:cos(—z):g; (-1)v @w gerade Funktion, KR=c.

// 5.)cos 0=1

//S4.4.ﬁ_d)cos besitzt eine kleinste positive Nullstelle x,€(1,2)
//D4.4.2 (2534}"bi‘e"fe‘éﬂe»»Zam,ztunsfg‘4d)heiﬁt T

//Bem PB)sin (n/2+m/2)=sin(x)=2sin(n/2)cos (w/2)=0 da cos (n/2)=0

// o) )cosn=cosz(ﬂ/2)—sinz(ﬂ/2)=—]

Bew: cos (x+m/2)=cos x*cos m/2-sin x*sin m/2=-sin x und es gilt

D4.4.2/3),_S3.6.32.)O’ Ccos ”04.4725)\‘1

b) sin(x+2m)=sin x, cos(x+2m)=cos X, wWir sagen dann, dass der
Sinus und der Cosinus “2m- periodisch” sind, dabei ist A=2m die
kleinste positive Zahl mit dieser Periodizitédtseigenschaft und wir
nennen diese Zahl die Periodenlénge.

Bew:cos (x+2m) =-cos (x+m) =tcos x und analog flir den Sinus,

sin( m)

;f—cos((x+n/2)+n/2)=—cos(x+n);fcos x und

insbesondere ist sin(%ﬁmég)
sin x>0 auf (-/2+/72,+1/2%%/2)=(0,n), da cos x>0 &Uf (-n/2,+1/2)
c) Aufgrund dieser Uberlegungen ist sin x=0 & x=km mit k&€Z und die
Periodenlange 2m. Analog fir den Cosinus.
d) er=ez?xi Y keZ
e)sin x=0 © x=km mit k&€Z, sin x>0 auf (0,m=m),
cos x=0 & x=km+n/2 mit k€Z, cos x>0 auf (-m/2,m/2),
(-1)*cos x>0 V xe((k-n/2)(k-7/2))
//S3.6.4 6.)cos (z+m)=-cos z,

Bew: S4.4.4 e) = cos x = 0 = cos x > 0V xe(-n/2,n/2).
0<x<mn/2 cos x =cos(- x)
1 1
S3.6.4 6.) > V k€Z: (-1)*cos x>0 V xE((k—E-ML Udjz)n) = Beh.

f)Wertetafel
f X |O /6 /4 /3 /2

sin x | O s J2 /2 AB3/2 1
cos x| 1 J3/2 /2 s 0
Bem: (.)'Sinus ist eine ungerade Funktion = sin x<0 auf (-m,0)

cosx<0 auf (mx/2,3mw/2).

(..)Sinus und Cosinus haben auch im Komplexen nur die oben genannten
reellen Nullstellen, damit ist auch Definitionsbereich wvon
tan z und cot z Klar.
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//83.6.3(2106) V z=x+iy, z,,z,€C gilt:
2v+1
z

//2.) sin Z:—sin(—zrzzg (—1)”<2V+1)!, ungerade Funktion, KR=co,

2v
Z

// cos z=cos(—z)=;§ (—l)V(zv)!, gerade Funktion, KR=c.
// 3.)cos(z;+z,)=cos z;cos z,-sin z; Sin z,

// sin(z;+z,)=sin z;cos Z,-coOS Zz; Sin 2z,

// speziell: sin‘z+cos’z=1.

// 5.)cos 0=1
//S4.4.4 d)cos besitzt eine kleinste positive Nullstelle x,€(1,2)

//D4.4.2 (2534) Die reelle Zahl 2%* Xo heiBt &
aus S4.4.4d)

//Bem PB)sin (n/2+m/2)=sin(n)=2sin(n/2)cos (w/2)=0 da cos (n/2)=0
// 0 )cosn:cosz(n/2)—sinz(n/Z):—l

Bew:cos xS3632)cos( ),\ggs OS3635)1 und

S4.4.4 d): m/2€(1,2) ist kleinste positive Nullstelle des Cosinus =
cds x>0 V x€(-n/2,n/2)
3)2, \\
)cos x+n/2)#cos x*Cds J/2-sin x*sin m/2=-sin x und es gilt
)

\
0, cos nD4420) -1
cos (x+m) dos X COS M—-sin x* srn_n——cos b4

b) cos x+2n)T—€es+X+nr=4C©s—x und—analog fir den Sinus,

.3

(
sin(, @ Dﬁ425)$3632)

(

(

1nsbesondepe ist 81n(xiﬁ/2) —cos((x¥n¢2)+n/2)=—cos(x+n)‘—cog X und

a) ~ ==
sin x>0 aqf (- n/2%n/2 +n/2+n/2) (0,m), da Tesg >0 auf (-m/2,+m/2)
Aufgrund didser Uberlegungen ist sin x=0 & x= kit k€Z und die

Perlodenlange 27. Analog fur.deH"CBSlnus
2km_00§(2ﬂfk) COS’(ZJI—]{%‘FISJ_H(ZTC}() 1V keZ:> ezzez+2kni=ez2kni*e2kni Y kEZ,

35)
//83.6. 3(2106)
//3.)cos(zfﬂbp=cos Z;C08 Z,-sSin z; sin z, (Additionstheoreme)
// sin(z;+zy)=sin z,C0S zZ,-CcoS z; sSin z, Funktionalgleichungen)
// speziely: sin‘z+cos’z=1.
= = 2 r N2 2 —at 2
f)05363iﬁww‘cos(n/4+n/4)s3633) cos (n/4)—51n,(n/glh,cos (t/4)=sin?(wt/4)

e

153635)coé(n/4 -nt/4)=cos (n/4)S3632)sin2(n/é) = 2cos?(m/4)=2sin?(m/4)=
= (beachte Vorz) cos(n/4)=sinus(n/4)=2/2.
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(] O=cos (w/3+m/6)=cos (n/3)cos (n/6) —-sin(w/3)sin (w/6) &
o0 cos (w/6)=cos (n/3-n/6)=cos (n/3)cos (n/6)+sin(n/3)sin (w/6)

® +® @ : Cos(m/6)=2cos(n/3)cos(mw/6) =

cos (ﬂ/_3_)_:IZZ_:<_:<;s_(_(;/_3_—n/2) +t/2) — > —-sin(m/3- Jc/2) s/i,m(rc/6) ;

153_55),@'65 O=cos((0—n/2)+n/2) —S_Il_—ﬁ'( /2 )S3632)Sln(n/2) =
7 -
° l/:/s/in (n/}trg//@,ggﬁ;/ sin(m/3)cos (n/6)+cos (n/3)sin(m/6)
Ve -
® @ l=sin(n/6)=sin(n/3-m/6) = sin(m/3)cos (n/6)—-cos (w/3)sin (w/6)

§3.6.3 2)&3)

® 00 : 3/2=2sin(mn/3)cos(n/6)=2sin(-n/6+mw/2) cos (w/6) —)
2cos (-m/6) cos (mt/6) 2cos (m/6) cos (t/6)=2cos?(n/6) =

cos (m/6)=4/3/2=sin(m/3)

$3.63 2)
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//83.6.4(2107)5.)cos 0=1

//D4.4.2 (2534) Die reelle Zahl 2% Ao  ~ heiBt &

//Bem fB)sin (m/2+m/2)=sin (m)=2sin (1/2)cos (1/2)=0 da cos (1/2)=0

// o) )cosn=c032(ﬂ/2)%sinz(ﬂ/2)=—l

//D3.6.2(2105) j /

//Bem:Mit Rechenregeln fiir kompléxe Zahlen folgt fiir x€R:

// 3.)lcos x|, |sin #Ivﬂs 1 (#d.h. f(x)=sin x bzw cos x: R [-1,+1])

//S4.4.4(2532) x v

/(a) sin x>0 V x€(0,2] /

//b) cos x ist im Intérvall 10,21 1

//#c) cos x ist im Intervall [O0,m] |

//d)Die Funktion cos besitzt eine kieinste positive Nullstelle x,, welche
| / 7 2 2 4

// im Intervall (1,2) liegt. Es gilt 1—3;_<cos x<1—33_+§}; fir 0<x<2.

//e)sin x=0 < x=km mit k€Z, sin x>0 auf (0,x),
// cos x=0 & x=kn+m/2/mit k€Z, cos x>0 auf (-m/2,m/2),

// iy b (-1)*cos x>0 V xe((k-n/2)(k-1/2))
g) Aus obigen Eigenschaften und S4.4.4
cos: [0,n]—-[-1,1] 4, sin: [-Z,Z1-1-1,1] 1,
o 2’2
tan: [—%?,%%]4$RW, cot: [0,n]-RL

obige Funktionen sind surjektiv und streng monoton, deshalb

D4.4.3(2539) Umkehrfunktionen zu cos, sin ,tan und ctan sind die
Arcusfunktionen
Die Umkehrfunktion zu sin:(-m/2,m/2)—>[-1,1] heiBt Arkussinusfunktion:

arcsin: [—l,l]—%[—gg,%g], sin(arcsin x)=x V XE[—l,l]
arcsin(sin x)=x V xE[—%g,%g],
Die Umkehrfunktion zu cos:[0,n]—[-1,1] heiblt Arkuscosinusfunktion:
arccos: [-1,1]—[0,n]
Die Umkehrfunktion zu tan: [-mn/2,m]— R heiBt Arcustangensfunktion:
arctan: R-o[-m/2,7/2]
Die Umkehrfunktion zu ctan: [0,m]— R heiBt Arcuscotangensfunktion:

arcctan: R-[0,n] ¥

//S4.4.3(2530) Umkehrfunktion//

//Ist f:I- R streng monoton und stetig auf I, so besitzt f auf dem//

//Intervall J=f(I) eine Umkehrfunktion f?', welche dort stetig ist und

im //selben Sinne wie f streng monoton ist.//

Bem: S4.4.3 = Die Arcusfunktionen sind streng monoton und auf ihrem
Definitionsbereich stetig
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//S4.3.2(2408) Expotential-, Trigonometrische, hyperbolische Funktionen
// sind stetig_auf ganz C.

//S4.4.1(2500) ZWlséhenwerfsaﬁz_LZWSL

//Vor:Sei IcR ein Intervall, f:I-R stetlg auf I, a,b€eI, a<b.

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V_y d mindestens ein xéﬁhkﬂ mit f(x)=y.
//83.6.3(2106) {

//3.)cos (z;+2,) =cos z;CcoS z,-\sin z; sin z, (Additionstheoreme)

// sin(z,+z,)=sin z,cos z,-ros z; sin z. Funktionalgleichungen)

//  speziell: sin’z+cos’z=1,
S4.4.7(2539)Parametrisieruﬁq des Einheitskreises in (

Zzu z€C mit |z|=1 ex1stlert genau ein z,lz|=1
PE (-, ] mit z= e\K\ \\ =l

Bew: (.)Existenz: Es sellg x+i§Y
dann gilt wegen x%@z =1: 71xx<1. Da cos 0=1 pe/(—m, ]
und cos m=-1 folgt aus ZWS<ﬂ@e Ex1stenz

eines @€[0,m®] mit cos Q=% uhd y =1=20s’@y=sin’g;.
Somit leistet dieses z mit y= %51n¢o sin(*qg,) das Gewilinschte,

d.h. mit @g=*¢, gilt z — é@sw+isinw=em. Da @=*n denselben Wert

cos @y =cos(- @)
z=1 ergeben, reicht es @ in (—n)@] zu suchen.
(..)Eindeutigkeit: \
Annahme es existieren @, @, mit —ﬂQQﬁ@bSﬂ mit dieser Eigenschaft.

Sei @*=@,-¢.€ (0, 2n) = i =gl /ol = 1\:/ cos @* 51, sin ¢*=0
S3633)1 cos @ —COSZ%@ /2)—sin?(w*/2) “¢ 1=cos?(@*/2)+sin? (¢*/2) =
sin?(@*/2)=0 mit dem Addlsipnstheorem

cos|@*/2-n/2 | cos(m*/?zh%ZL\

COS X —COSs - X

cos (p*/2) cos 3/2—Sin((¢*/2)sin\ﬁ%259 L=

$3.63 3. /20,7

l@*/2-m/2|<m/2 ist Nullstelle des Kosinus, was im
Widerspruch zu L4.4.1(2532). g.e.d.

Q)'V(M P g, %«'\(3 hiwe e T S

Wh()‘<2 %\_ﬂ"
1 =3
P T P U —2 2 \—2
x P \u77 ‘ N\ \,\\\7//1 2‘\

EinschlieBung des Cosinus Einschliefung des Sinus

Cm:up\\m N ngua \(‘VJ‘;\’V\VD

2541



GTOJ(J\’\LAA B EV\«\M ‘(,VJ\-'WUJD

1 ; [l >
@ L NANE
2! 4 19N liw ®
'

\
\\l{/—_ll\ Qudow\ﬁ M (OI’W)
o
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Tangens in (—2, 2)

Betrag des yomplexen Sinus

A4.4.8 AcR, A#©@, VYV a,b€enr, a<b:[a,b]lcA

(Zwischenwerteigenschaft) .
Zeige: A ist ein Intervall.
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A4.4.9

a) f: R-R, f(x)=sinh x. Zeige, dass f eine auf R
stetige Umkehrfunktion besitzt.

//D3.6.4(2150) sinh z:=1/2(e*-e?) V zeC//

//S4.4.3 (2530)Umkehrfunktion//

//Ist f:I- R streng monoton und stetig, so besitzt f auf dem

Intervall// //J=f(I) eine Umkehrfunktion f', welche dort stetig ist und im
selben// //Sinne wie f streng monoton 1ist.//

Bew:f (x)=sinh x=5""% ist stetig auf R und 1 auf R, denn fiir x.,x,ER

mit x:<x, gilt: g% <g* (da e-Fkt T ), g% >g®%, —gf<-g% =

X1

£(x:)=1/2(& +(- € ))<1/2(e* - * ) =f (x2)

<e”? <-e
Sei L :=R und J:=f(R) =
=Intervall S4.4.3

Zu £ 3 Umkehrfkt f*': J-I€R, die stetig und T
Noch z.z.J=R!

Es gilt: (*)11M f(x)=-00 und (**)1liMf (x)=c0.

X— =0 X— 0

Sei v,€R bel., wegen(*) 3 a<0:f (a)<y, und
£ sftig
=

wegen (**)3d b>0:f (b) >y, s
d x€(a,b): £(x¢)=yo ® Rcf(R)=J (d.h. f ist surjektiv)? J=R.

cR
Bem:Die stetige und streng monoton wachsende Umkehrfunktion

f': R-> R von sinh heiBt Area sinus hyperbolicus. Bez:Arsinh
b) Zeige:
® Die Funktion sinh x ist auf R streng monoton
wachsend und die Wertemenge ist gleich R.
Ihre Umkehrfunktion Arsinh: R—>R heiBt Areasinus hyperbolicus.
® Die Funktion cosh x ist auf R, streng monoton wachsend und die
Wertemenge ist gleich [1,].
Thre Umkehrfunktion Arcosh:[1,o] — R, heiBt Areacosinus hyperbolicus.
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A4.4.10 Benutze die Behb5.5.1 um zu zeigen:
arcsin x=mn/2-arccos x V x€(-1,1)
Finde eine analoge Beziehung zwischen arctan und arccot.

S4.4.8(2541) Fur x€R ist die Expotentialfunktion e* streng monoton
Wachsend, nimmt jedﬁs vER, als Wert an und ist bijektiv

\

//82.3.18(1409)7.) (1411)\ 1+x<exp(x) V x€R//

//84.4.1(2500) Zwischenwe¥tsatz (ZWS)

//Vor:Sei IcR ein Intervaill, f:I-R stetig auf I, a,b€Il, a<b.

//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€[a,b] mit f(x)=y.
Bew:x€ER & h>0 = e S23~ﬂ187)2 Y{i\/k'>l = e*h=g¥e>e* = e T
voER: eXS23187) Z Xk/k'>l+;{ \V x>0 = EI XL ”ER e*’ >y,
\ ///// ey’axgzxy“
omeaa, €% =y, gilt flr ein xOEE{:Q e*ist bijektiv
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#Bem:

// D0.2.4(200) Eine Abbildung(Funktion) f: X—Y heilt

// 3.)bijektiv oder Bijektion: & f ist injektiv und surjektiv
// Zu jedem yEY gibt es genau ein x€X mit f (x)=y.

// In diesem Fall heiBt die Funktion/Abb. f':Y-X def. Durch

// f1(y) :=x fur y=f(x) Umkehrfunktion zu f, wobei x dasjenige
// Element aus X sei, fur das y=f(x) gilt.
# y=f (x)=e* ist bijektiv nach S4.4.82WS4ji&m2)3 Umkehrfkt f£'(y):=x

//S4.4.3(2530) Umkehrfunktion und Stetigkeit
//Vor: ® Intervall ICR,

// @8 f:7->R stetig auf I, J=f(I) ,ys4zieme, Ji=F(I) ein Intervall.

// ® @@ f:T5Rstreng monoton
//Aussage: Auf dem Intervall J=f(I) gilt

// ® Ju f 7 im gleichen Sinn wie f streng monotone [
<« ®e Ju f 3 stetige f'!auf dem Intervall J=f(I)
# Umkehrfunktion £ (y)=f"'(e*) ist im gleichen Sinn wie

f(x)=e* streng monoton, d.h. streng monoton wachsend.

L= -
—_ -

natirliche Logarithmus und wir schreiben log:R.—R, x=exp(log x).
Bem:

L y=log x ist per Def aquivalent mit x=e”.
loga
L Fiir a€R, & beC setzen wir noch aP=eP9=, #(&€_ )b= aP#
ee e D4.4.4 = a’eR, & log aP=b*log a V a€eR,, beR, beachte aber,

aeR, ,bER
dass im Allgemeinen a® eine komplexe Zahl ist, und
deshalb log a® nicht definiert ist.

A4.4.10 Zeige die Stetigkeit des Logarithmus auf R,.

A4.4.11 Funktionalgleichung des Logarithmus
Zeige: V x,y€R, ist log(xy)=log x+log y

A4.4.12 Zeige a) V a€eR, V b,ceC: aPa®=a**,
b) V aeR, V beR V ceC: (a°) °=a°.

LGS: a) abac:eblog aeclog a:eblog atclog a:e (b+c) log a:ab+c .

b) (ab) c— (eblog a)c— eclog(eb logay :ebclog a:abc .

A4.4.13 Zeige, dass die oben gegebene Def von a® mit der
tiblichen iibereinstimmt, wenn b&€Z oder 1/beZ{0} ist.
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