5.3 (2900) Der Satz wvon Taylor

Anderer Weg siehe P66

D5.3.1 (2900)
f:I- R, n mal diffb auf I.
m<n: f besitzt eine m fache Nullstelle in x.€I, falls gilt:

(.) £ (x%0)=0, 0<v<m-1 (..) £ (x0) #0
Bsp: f(x)=x?, 4 fache Nullstelle bei x,=0...
£O (x)=x*, £ (%) =x4=0,/
£ (x) =4X3, £ (X;‘,)/=4X,3=O/,
£2 (x)=12x?, £@ (x))=12x%,3=0,
£f3) (x)=24%, £ (%) =24x,=0,
£ (x)=24 £ (x,)=24%#0

.» X" Dbesitzt eine m=n fache Nullstelle in x,=0€I.
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Gibt es eine Bedingung fir die ay, damit Z (x-%X0)* konvergent mit KR R>07?
k=0
@ @00 0 (siehe unten) kann benutzt werden, um in Funkionen, die auch als

. . .. 1 . .
Potenzreihen geschrieben werden koénnen (z.B. ] , Sin X usw), die ay zu
- X

berechnen. Es ist natiirlich zu prifen, flir welche x die Entwicklung gilt.
//D5.1.1 (2700)//

//(.)f ist n mal stetig diffb auf I (kurz:rfeC"(1)), falls f //

// n mal diffb ist V x€I und f™ :I- R stetig auf I ist.//

//(....)f ist beliebig oft diffb auf I (kurz fEC"“(I)), falls//

// feC" (1)) V neN.// .

//Bem: Wir schreiben feC(I), falls f: I—)R stetlg ist.//

S5.3.1(2901)

Vor: f(x) =Z \éi‘(x—xoj\k\ konverge/rrf mit KR R>0....... (we\nn. ..)
0 T s )

k=

Aussage: ® V x€Uq(xy): fEC&’/(UR(xO\)\)\

-~ - ~

® 0 eN, x€Ui(xo): £™ (x)=2 “aw(v-1).. (v-m+l) (x-x,) ™,
@00 neN: £™ (xy)=a,*m! | g

I

eo oo f(x)=2 a (x—x0) =D/

a, (z=20)* mit z,z,€C und KR R>0.//

s

//85.1.4(2706)Vor:PR

k=0

0

//Beh:f (z) :=Z ay(z-2z¢)", z€Ux(z,) dort differenzierbar mit Ableitung //
k=0

// f’(z)zzﬁv kay(z-zo)*t.//

#Bew: ® Induktion: neN

# n=1:£% =Z kay (z—-z¢) Z (z—2o) ¥
#IA n:fm’(z):Z d, (z-zy)*
k:Ooo w
#IS n+l: £ :Z kd, (z-2z) ‘ZZ K (z=z0)F =
B k=1 k=0 IAAS5.1.4
# Z a,' (z-z,)* ist differenzierbar V neN
k=0
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//® ® meN, x€Ux(xy): £™ (x)=§ aw (v=1) .. (v-m+1l) (x-x0)¥ ™,

Vv =m

Bew:® ® : mit S5.1.4 und Induktion
# Induktion: meN, x€Uz(x,) :

# om=1: £Y(x)= D v*a,(x-x)"7,
v=1

# m: f£™ (x)=f aw (v=1) .. (v-m+1) (x=x,) "™,

# m+l: £ (x)=(f™ (x)) "=

0

# (aum (m=1) .. (m-m+1) (x-%0)" ™) 7+ (D aw (v-1)..(v-m+1) (x-x,)"™) ' =
v=m+1

# (aum (m=1)..(m-m+1)*1) "+ ( Z aw (v=1) .. (v-m+1) (x-x,)¥™) /=
v=m+1

# 0+ ( D, aw(v-1)..(v-m+l) (x-x,)*™) 7 =

. v=m+1 S5.1.4
# > aw (v=1) . (v_mtl) (v-m) (x-x,) ¥ D =f 0 (k)
v=m+1
// ® 060 cN: f™(x,)=a,*m!
ee e ™ (x) =% av(v-1). (v-m+1) (507 X0y vrog m(m-1) .. (m-m+1) NV
v =m = 1

# (alle anderen Summanden sind 0)
z o (k) (k)
/) eeee £(x)=Y a(x-xy=3 T yyr L pa=t o)
k=0 k=0 k! k!
f(k)(xo)

k!

)

® 000 jjcgen @ @0 ) (x)=5*k! = ag,= = Aussage

# Es gibt manche Funktionen, die sich als Potenzreihen darstellen lassen.
# Dabei ist zu priifen, ob die Darstellung fiir den ganzen
# Definitionsbereich gilt, oder nur flr Teile davon.

#Bsp: f(x): R\{1}-R; f(x)zl1 =(1l-x)7t.
- x
# Gibt es eine Potenzreihe, so dass gilt
= . )
n Fx)=Y an(x-xg) =3 T &0 ey 1
k=0 k=0 k! 1- x
(k) (k)
# Gewdahlt x,=0 = ak=f (X)) _ /7(0)
k! k!
(0) - ) A 2
# a=l ©-020 _y oS O na-0°ED=0-0" -1,
0! 0! 1!
1! 1!
1) e A0 oy
" 2 S (-2)(1- 07 (D=1, a- = 2%3(1- )" =1,usw. a~=1 V¥ keN
2! 3!
2! 3!
# Damit ist noch nicht bewiesen, dass . L =ZC' x¥ ¥V xe R\ {1}
- X k=0

In

# //81.7.1(901) m=<neN, a,eC, m<k=<n. Z (Ax=axs1)= au—anii//

k=m,n=m

1 n
4 Priifung, ob | =) xF| 20 Y x€R\({1})
- X =0 e
1 n 1 n 1 n _
# | - x| =| (1- (1-x) x*) |=| —— (1- (xF=x"1)) | =
1- x kZ:'O I-x kZ:'O - x /(Z:'o S1.7.1
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# | (1-(1-x"1)) |=| |
1-x 1- x
n+l ”7—4’:0
- —>
# X>l: |1_X|:6>O, |Xn+1| 11?30@ = | é | nicht O
xn+l x11+]
# x€(0,1): |1-x|=0€(0,1), Ix*| 22 0, | = | 22 0,
n— ]— X n— oo
n+l 1
# x=0: | 1=0, 7. =1= 3 0%=0'=1
1- x k=0
0
1 N xn+l x11+] _
f x€(0,-1) : [1-x|=d€ (1,2), x| 2 0, | ——1=| | =2 0,
n— ™ - X n— ™
n+l1 1 ’::O
- N b -
# x=-1: |1—X|=2 |Xn+1| [1:“_;0 ©, | 1- x | =1 o) | nicht 0
n+l n+l ’S:O
- n —
# x<-1:]1-x]=8, |x"'|.~r00, | 1- x 1=l g5 | nienQ
# = f(x)= 2: “ nur fir |x|<1,
- x =
# bekannt von der geometrischen Reihe

//D5.1.1(2700)//

//3.)f:M>C heiBt auf offenem DcMcC n-mal stetig differenzierbar:e

// 3 £@ (z) V z€D und £@ (z) ist stetig auf D (wobei in R in
// Intervallendpunkten £® (x):= £ (x) bzw. £® (x):= £ (x) sei)
D5.3.2 (2903) IcR, I=(a,b), f:IﬁR,stefig differenzierbar, x,€I, n€EN;:
n (k)
® T, ., (x):= £;£%El(x—xoﬂ‘heiﬁt ntes Taylorpolynom von f um X.
k=0
n (v)
®@® R (x ‘Z' £ (X ) X9)¥ heiBt das n-te Restglied der PR
v=0 v!
Ausgangspunkt: Es ist nicht bekannt, ob sich eine Funktion auch als

Potenzreihe darstellen lasst.

Wie f

olgt wird gezeigt, dass sich

Funktionen, die bestimmte Vor erfiillen,

und welche Fehler dabei entstehen;
2903

an Potenzreihen anndhern lassen

jedoch Fehler 0? endlich? Unendlich?



//D4.1.1(2200) K Kérper, zum Bsp R oder C, McK, M#0.
// Fir z€K und >0 sei
// Us (2o) :={z€K|| z-20|<8}=(2,-8, zp+0) =0-Umgebung von z, in K.

// U.s(20) :=Us (20) \[2zo}={2z€K [0<] z~ zo|<6}
S5.3.2(290%)-- Satz von Taylor .
Vor: Belieblges TIcR, x,E€I, neN,, f:I—»R\i\st n mal stetig

differenzierbar (d.h--£€C"(I)) und

n+l mal differenzierbar auf I (d.h. £ existiert auf I)

Aussagen:
V xeTI 3 E=Ex’n’x €I, (x,x,)CI:
n ) (n+1)
f(x)=T,(x)+R, (X)= Zf (x0) (x—x%0) Y+R, (x) und Rn(x)=w (x—x0) ™t
= V! : (n+1)!

\
\

//85.1.6 Y
//  (2750)Differentiationsregeln// \

//1.)Vor:Seien f,g: M—C differenzierbar in ZOEM //

// c)f'g ist differenzierbar in z, und // |

// (£g) 7’ (zo) =f'" (20) g(2z0) +L (20) 9" (2Z) (produktre‘gel) //

//2.) Vor:Seli f:A—B differenzierbar 1in ZOEA , f(z@)é , und sei //
// g:B—C differenzierbar in f(zy).// \

// Beh: gO f:A—C ist differenzierbar in z, und (gO\‘f)’ (zo) =g’ (f(z9)) £’ (2y)

PANED) (0)( o i,f(v)(xo)

Bew: x=Xg: f(xq)= 0' y R (x0=%0) V=T, (X,)
71 \
= R, (x0) =0
f(x0)=T (xo)+R, (xy)= R, (x,)=f (x,)=T,(x,) |
.kein Widerspruch, nur f (xq)=f(x¢)...kein Fehler in Aussage
X#Xg: Setze cp P:I(x,x0)—R,
\ >>>>>>>>>> - - GV— »»»»» o
\ t o
Q(t) :=f(x)- Zf (,j )Y, YP(t) i=(x-t)™" =
v=0 VY Vor fiir f, S5.1.6 usw
@,y stetig und differenzierbar auf I[x, xo]
n (v) I
Sei t€I[x,x0]: ¢’ (t) = 0 Z (x—t) =
DiffregeTr‘t.SE.l.S f(x) keinngt von ¢t V=0 Diffregf;171..55.1.6
A0 . ,
# - S)J (x— 1)’ Z x—t)" _
D v=1 Diffregeln..S5.1.6
=/ (1)
n (v+1) (1)
# _f(t)I_Z (f (t) (X—t v_|_f ([) —l)V(X—t)V_1)=
vl V! V! ,/
n (v+1) l' ()
# _f(t)r_Z (f () x—t) V- f ()/( —t)V- )=
v=l V' (V - 1)‘
n ) (v+1)
# _f(t)l_Z ( f (I) —t)vfl+‘f (t) (X—t)v)=
o - 1)‘ V!
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n

//81.7.1(901) m=<neN, a,eC, m<k=<n. >, (ai-aw:)=an—-am.//

k=m,n=m

A0 -
a (x-1)
n f(l)([) . f-(v+])(t) " (n- l)‘
# 14 t:_ft,+ tvl_+ _tv
O (=) ) (o (et o xe)) -
S1.7.1
f(l)( ) 1-1 (n+1)
# ey (amy S0y -
- = n!
=0!=
(n+1) (n+1)
# —e ) e () =L O ey e @ (e
n! n!
(n+1)
n!
P’ o(t)=((x-t)™")’ = ,,/"’(—1)(n+1)(X—t)n=—(n+1)(X—t)n
| Difffegelilli'
o £
# Cp(X):=f(X)—Zf x) (x=)"=£(x) = @)0= (x) —£ (%) #=0
'] v=0 ”,' \1:—14 -
= (x-x) ™= = WP (x)
W () =(x—)""/

P’ o(t)=-(n+1) (x- t)“;éO V t€I (x,xo) o
//85.2.4(2803) Erweiterter Mlutélwertssatz der leferentlalrechnung//
//Vor: (.)a<b, f,qg: [a, b]—>R/se1en stetig auf [a,Db] und dlfferen21erbar //
// auf (a,b). // - / /
// (..)g’ (X)?EO/)V’XE(a b),"ﬁ g(b)-g(a)#0 = g(b)?fg/(a)//
//Beh:Gilt (.) 7~ SO ,"3 EE (a,b): £’ () (q(,bi—gf’(a) )=g’ (§) (f(b)-f(a)./
/ fo) - f(@) f’( )

gl) - g(a) gt (&)
:0

// Gilt zus&tzlich (..) /so folgt

3 EZE E(X,XQ) C'.'i:',I: gp(x()) — gp(XO)_ W(x) // -: $'(§) = (p(XO)zw(XO) $'(§)
vt ) - px) s324 @ (&) V()
/ =
,'"” o '
= R(x)=£ (x) 5 L&) = plra)=p(xg) £ =
/Dquﬁzv";"/#d y' (é) De[wdlt X,)

= v

ot fuz+1y( &) T | 1 B )
(k=) — -8 (- B

\ ntl) ¢ = ) 1 ////////// (/U+1/)
n+1 f ( ) E) ) ( (n +1)(x_ /f:)’ ) /f: (é)
n! S e .
SO @)
O1+l)'

(x=%g)

R, (x) = (x )”* = Behauptung

- : n )
// Seite 2903: cp(t):zf(x) Zf (r) x-t)Y, w (x—t)"*
v !

v =0

(n+1) (n+1)
// siehe oben ¢’(t)=—ll——£il(x—t)n = ¢'(§):_f___L§l

n!
// siehe oben Y’ (t)=-(n+l) (x-t)>= Y’ (§)=-(n+1) (x-§)"
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Bem: Setzt man statt Y (t) :=(x-t)"" wie oben
P (t) =y, (t) :=(x-t)™* P, pe{0,..,n}, t€[x,,x]CI in den

obigen Bewelis, so erhalt man
(n+1) = _ n+l-p
Rnbd==l;——£22(X—E)pgz—éﬁg———— mit einem geeigneten
n! n+l-p
EZE(X):E&‘;),H..\'U (X)EI (XIXO)
f(”-”)(&) . . .
p=n: R,(x)=Z4_ 57 (x-E)"(x-%x,)mit einem geeigneten EETI (x, x¢)

n!
(Cauchy Form)
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Andere Formulierung:
Vor: Sei ICR ein Intervall mit den Endpunkten a<b, x,, €I und neN,.

Sei f: I-R n-mal stetig differenzierbar auf I und (n+l)-mal
differenzierbar auf (a,b).

n (k)
Beh:V x€I gilt f(x)=:§: f_ﬁgﬁﬁ (x—%q) ™R, (x) =T, (X0, X) +R, (x) wobel fur das
k=0 !

Restglied R, (x) folgendes gilt:
® R,(x0)=0 V x#x,,
_SUE) (g(x) - g(xy) (x—
= = x E
n! g' (%)
g:I- R, stetig auf I,
“differenzierbar auf (a,b) mit g’ (x)#0 (fir S5.4.2 siehe unten) &

®e R, (x)

)n

V x: a<x<b I E=E, € (x¢,x) bzw. EE (x,x):

Mit g(t):=(x-t)?, peN, ergibt sich:

“(n+l) & - V4
R, (x)=L &) (" X)" . eyien (schlémilch) .
n! P
Flir p=1 ergibt sich:

f(n+l)
Rﬂ(x)=————%§2(x—xo)(x—E)“ (Cauchy) .
n'!
Fir p=n+l ergibt sich:
(n+l) 7 &=
L0 =L )y x ) (Lagrange)
(n+1)!
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//85.1.2(2705)Ist eine Funktion f:I—» R in einem Punkt x,
//differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.
//S4.3.4(2410) Rechenregeln fiir Stetigkeit

//2.) Vor:McK, f,g mit M=K, stetig im Punkt x,EM.

// af+pg stetig in x, V a,BER (bzw €K),

// fg stetig in x,

n

//81.7.1(901)m<ne€N und Koeffizienten a,eC, m<k<n. 25 (Ags1—Ak) = aps1—an

k=m

//85.2.4(2804) Erweiterter Mittelwertssatz der Differentialrechnung

//Vor: (.)a<b, f,g: [a,b|2R seien stetig auf [a,b] und differenzierbar

// auf (a,b) .

// (..)g’ (x)#0 V x€(a,b) = g(b)-g(a)#0 = g(b)#g(a)

//Beh:Gilt (.) .. so I EE(a,b)y £’ (§) (g(b)-g(a))=g’ (§) (f(b)-f(a).
T - foy - f@ £ (&)

gl - g@ g’ (E)

// Gilt zuséadtzlich (..) so folgt-

n (k)
Bew: 0.B.d.A. x<x,, V t:x<t<x sei F(t):==§: £7§£l(x—t)%
~-- !
e k=0
Vor: £%® (t), (x-t)* differenzierbar auf I =

- [a}

Te-._ S512

£%(t), (x-t)*, stetig auf [x,,x]CI = --_

7

(k) ~ .
S4.3.4 2.): F(t):=) %(x—t)kstetig auf [xo,x].
k=0 .

7 (k+1) n (k)
V tix,<t<x gilt F’ (t)=) fi‘(r) (x-t)*= ) % (x—t)**
' = - b

k=0 k

At

n!

. ) (x-t)" = F differenzierbar auf x,<t=<x
L s171

n (k) (0)
F(X):Z fk/(lx) (X_X)k :f (X) OO

\\ k=0 - 0!
=f (x) \
/'// n (k)
" \ - X
| - F (%o )=Z f (, o) (x-x%0) %,

k=0 k

n ®) \\ /,///\\ n ®)
£ G2 (X=%0) "+Ry(x) = Ry(x)=f(x)-/ £ C0) (xoxp) k=

Beh:f (x)=

3 E€ (x,x) mit Rn(x)IF(x)\%E(xo),X— - 1)
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Andere Formulierung Bew Form Lagrange:

//85.2.4(2803) Erweiterter Mittelwertssatz der Differentialrechnung//
//Vor: (.)a<b, f,g: [a,b]2R seien stetig auf [a,b] und differenzierbar //
// auf (a,b). //

// (..)g’" (x)#0 V x€(a,b) = g(b)-g(a)#0 = g(b)#g(a)//
//Beh:Gilt (.) so d EE(a,b): £’ (€) (g(b)-g(a))=g’ (§) (f(b)-f(a)
. . . fo) - f@@ £'(&)
// Gilt zusatzlich (..) so folgt
gb) - g@ g’ (&)
//85.1.6
// 1.)Vor:Seien f,g: M—C differenzierbar in zﬁ?&I.//
// c)f'g ist differenzierbar in z, und //
/7 (£°g) 7 (z0) =£’ (20) g(zp) +£(20) 9’ (20) (Produktregel).//

//2.)Kettenregel
// Vor:Sei f:A—-B differenzierbar in 20€§i, f(zo)€£é, und sei

// g:B—C differenzierbar in f (z,).
// Beh: g o f:A—>C ist differenzierbar in z, und
// (g o £)"(zo)=g’ (£(z0)) £’ (20)
[ f(k)(xo) .
Bew Lagrange:t,(y,x)= — 9 (x-Y)
k=0 k!
n (k) (0)
(%0, Xo) Z f x0—x0>k=Z [ <,"°) (0y=1 k(,xo) (0) °=F (x)
k=0 Ke---7

Deflnltlon' n+1(y, x) :=f (x) -t.(y, %), -xfest, f(y)=Ruu(y,x).
Roi (x,x) = (x) -t (X,x)= f(X)—f(k)=p,

#Fir t,(y,x) wurde f(x) n mal differenziert.

#f(x) lasst sich nach Vor. n+l mdl differenzieren =

Ru1 (Y, x) mindestens 1 mal nach y /differenzierbar =

. d _ 4 ox,_d
dy n+1(YI ) d (f(X) tr(YIX))_# afy” ’(*.!—') dy tn(YIX))#
(k) !
0- (X L eyy) g

7

= -y f(“”(y) (% k+2 Sk (x-y)

25516 1)c); 2) k=0 k! : = k!
i (k+1) i (k)
__Z S (y) (x-y) *+ Vi (y? (x-y) <=
k=0 k /f:O (k - 1)
(k+1) //n-l (k) (n+1)
=‘Z S (y) x-y) Y ST gy STTO)
k=0 k=0 (K)! e ‘, n!
g(y): (x y) e, ,'
f—JL (a, ) x<.§<y
n+1 (.y’ )C) Rn+l(x )C) Rn+1(y9 .X')
(e ™ TG 0T )
/ N = J
! AN - 1 (n+1)
i; . ,/i | f <E) n
d_y"( Rn+1(y’X)\)\ dy Rn+1(yix) — + n! (X E) _‘f(’“'])(bﬁ)

— -

j( (x—y )™ r\\_\\('l)(n+1)(x—y)” = +(n+1)(fi§)<n”<_”(>”+1)!

(1) '»’;_:*‘\A*‘
le(y,x):—f () (x-
(n+1)!
(n+l) /=

th (X0, X) +Rp1 (X0, X) = — 2 (xX-Xo) f ()

-x n+1
= ki (n+1)'( )

H

f(x)

Vv

X0

./
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#Eigener Versuch:

#Vor: ICR ein Intervall mit den Endpunkten a<b, x,x,€I und ne&N,.
# f: I- R n-mal stetig differenzierbar auf I und (n+1)-mal

# differenzierbar auf (a,b).

# Beliebige Funktion g: I— R, stetig auf I,

#

differenzierbar auf (a,b)
mit g’ (x)#0

i )
#Aussage: f(x)zTn(x)+Rﬂ(x):22:£_lgﬁz(

|

X=Xg) V+R, (X) =

v =0 14 '

y\ T (k)

. R =f(0)- Y ) sy
i e k=0 k!

o ® R.(%,)=0 V x=x, e
“ //// (n+l) r &= _

s e T E=E, . € (x0,x) wobei R,(x)=f &8 g1y we(a, )
! n! g' (&)

//S$.1.2(2705)Ist eine Funktion f:I—- R in einem Punkt x, differenzierb,
| so ist sie dort auch stetig.

//85.1.6

// \\(2750) Differentiationsregeln//

//1.)Vor:Seien f,g: M=C differenzierbar in zﬁ?i[.//

// | a)fxg sind differenzierbar in z, und (f=*qg)’ (z)=f’ (z¢) =g’ (z,) .

//  c)fg ist differenzierbar in z, und //

S/

(f-g)’ (z0) =’ (z0) g(zy) +f(29) g’ (2y) (Produktregel).//

//2.) Vor:Sei f:A—B differenzierbar in zgééi, f(z,) €L , und sei //
/7 g:B—C differenzierbar in f(zy).//

// Béh: gO f:A—»C ist differenzierbar in z, und (gO f)’ (zy)=g’ (f(zy)) £’ (2)
2 n x) n (x) (0)

#Bew:\ [ ) Rn(Xo):f(Xo)_Z ﬂ (Xo_Xo)k:f(Xo)_Z ﬂ (O)k:f(xo)_f (XO)
| k=0 k!

#

— O:
k=0 k! k! (0)
f(xo) —f(x0)=0 fiir x=x,
#

®e O0.B.d.A. x<x;, V t:x,<t<x sei
| MPARO) . .
# | F(t)r=2: LN (x—-t)* = F diffb auf x,<t<x, stetig auf
\ k=0 k! Diffregeln, $5.1.2
[XO/X]‘\/
" (n+1)
# =L))oy,
! n!
| n (k) (0)
# “ :Z f (X) (X_X)k :f (X> OO :f(X)
| k=0 k, O,
! Py
1 X /
# | =) ~ (x) (x-%0) ¥/
| k=0 k!
= '\ o0 /
# E F Stetié\aﬁf X, x], differenzierbar auf x,<t<x
" \\\ \\\ n /// (k+1) n (k)
# |V tixe<t<x gilt F’ (t):=) AR Oy SO (x—t)* "
\\ R = k! (k- 1!
‘* | LoE e ()t =
‘ \\\\Ql,7.l /// n!
SR £9x,)
# Aussage: R, (x)=f(x)x= 707 (x-x0) " folgt
¥=0 k!
F(x)—F(x -
# d E€ (xo,x) mit R, (x)=F(x)-F(xq), (x)=F (o) = (&




f (&) Frt(g) (g(x)—glxo)

# Rn(X):F(X)_F(XO):g,(E) (g(X)_g(XO)):T g'(¢) (x-E)"
# Mit g(t):=(x-t)?, peN, ergibt sich:
(n+1) x)—al x (n+1) x—x)P—(x—x.)°
1 I T N s
n! g'(&) n! (x=&)7)
(l’l+l) — pP_ — p ~(n+l) &= _ )4
g o féx(x ) (XPTO) (x-g) =7 '@) (x= %) (x-E)*®" (Schlémilch) .
n! p(x=§) !
. . . £00 @)
# Fir p=1 ergibt sich: Rﬂ(x)z————T——(x—xo)(x—E)“ (Cauchy) .
n!
](-(n+1)(5)
# Fiur p=n+l ergibt sich: R, (x)="——2% (x-%.)""" (Lagrange)
(n+1)!

Bem:

a)Spezialfdalle von S5.3.1 sind:

//85.2.3(2803) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)//

//Vor:a<b, f:[a,b]2R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)//

f - £
//Beh: 3 mindestens ein E€ (a,b) mit _ﬁ%____@ng,(g)//
- a
//D5.3.2 (2901) IcR, I=(a,b), f:I-R stetig differenzierbar, x,€I, n€ENg:
n f(k) (XO) .
// ]—‘n(.\’o.x) :22 —— (X_XO) //
k=0 k!

0 (0) (0+1)
° n=O:f(x)=Tn(x)+Rn(x)=To(x)-I-RO(x):Z 7f ()(|XO) (x—x0)°+7f O'(b&) (x—x,) "=
=0 ! !
—F (x0) +£' (E) (x-%,) (MWS5.2.3) .#EE (x,x,) CT

1 (k) (1+1)
® e n=1:f(x)=T:(x)+R (x)= S %) (X_Xo)k‘*'& (x=%0) M=

k=0 k! 2!

(h
£ (x0) +fl%°) (x-Xo) 1+% £77(E,) (x-x0) 2=

1
£ (xo) +£7 (x0) (x—xO)+; £ 7 (E,) (x-%0) 7.

by T.’ (X):i' f(k)(x()) * £C~ * )k-lzi' f</\')(x0) )

- - k-1
k=0 k! 0 fiirk—0 %0 = k-1 (x-X%0)
n f(/\)(x()) 1 f(])(xo) - f(l) (xo) ,
(ro) =2y Sy o) RS o) =S = ()
usw.

T,% (20)=£f® (%x,) V 0<k=n
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Bsp:

//85.3.1(2903) Taylor
//Vor: Beliebiges ICR, x,€EI, n€N,, f:I—R ist n mal stetig
// differenzierbar (d.h fEC"(I)) und
// n+l mal differenzierbar auf ;— (d.h. £ existiert auf ;)
//Aussagen:
// V X€I 3 g §(X)_ M, XX €l (X XO):
TANED)
//  £(x)=T,(x)+R, (x):Z ,0 (x-x0)"+R, (x) und
= v !
“(n+l) o=
// R, (X):w (x=x,)™" und R, (x,)=0
(n+1)!
a)ndherungsweise Berechnung von 4/1,1=1,048808...f: (0,o)—R, f(x)=4/x
1 1
xo=1, x=1,1, ' (x)=—F+, '’ (x)=- =
’ _(_)__2 x (x) 44/ x°
1 (5 Oy T MDAy -~~~ T ———— - —__
Tl(x)—Z S (x-1) & (x-1) f @ (x=1)'=f(1)+£f’ (1) (X—l)=l+l
=0 k! 0! 1!
T.(1,1)= 1+——O 1=1,05 ist Naherung an .1 1§;~1
Fehlerabschatzung...
. . _ _ _ S
dEe(1;1,1): IR (1,1)[=1£(1,1)-T:(1,1) =] o (1,1-1)7|=
;‘\;\\;\\;\‘;\‘ ! 1
RS N | 1 — _ 1
- = - 0,1 2= £ | =
4\ & 2( \‘*)*~|~\|\ 800 A 800
- Zl
//85.3.1(2903)
//Vor: Beliebiges ICcR, x,€EI, n€N,, f:I—-R ist n mal stetig
// differenzierbar (d.h fEC"(I)) und
// n+l mal differenzierbar auf ;— (d.h. £ existiert auf ;)
//Aussagen:
// VXEIE&&(X 11\UYEI(X XO):

/) E(x)=T,(x)+R, (x) =

(x-x,)"+R, (x) und

n f(t) 0)
Z 14

v =0

“(n+l) o=
// R, (X):w (x-x,)""" und R, (x,)=0
(n+1)!
b) f£:R-R, f(x)=e*, %0, £% (x)=e* V k€N = £® (0)=1 V keN =
n (k) &) n 1
1= 30 Zf <0) x-0)= 3 L,
k=0 k! k=0 \\\ k=0 k!
n? damit |e*-T,(x) |<107* v xE[O,l\]\\?\
$5.3.1 = V x€(0,1] und n€N, I E€ (0 \x»;
(n+l) /&= g 1
R () =] £ (%) =T () | = | =T () | =| L&) pynto) €0y <_ €
(n+1)! (n +1)! (1 +1)!
1
€ <10V n>7
(n +1)!
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c)f(x)=sin(2x)+cos x, x¢=0, n=3

; £ )
£ (x,) =sin (2x,) +cos xo=1  To(x)=) (x-%o) * 0/ (x-0)°=1
k=0 k! o
v £ (%) £ Gx)
£ (x0)=2cos (2xq) -sin x¢=2 Tl(x)=Z Z 0 (x-xo) =1+ L N0 (x-0) =142%
k=0 k! 1!
2 )
£ (x0)=-1 T2(x)=Z —1+2x+f (XO)X2_1+2X— %2
k=0 2!
2 (3)
£ (x,)=-8 T3(x)=Z ...=l+2x—ix2+fi0)x3=l+2x—ix2—ix3
k=0 2 3! 2 3
d) f(x)=ln(x+l)...x=1. 1n 2=7?
XO—O . ///
f(0)= 7:\fHJ (x)=(x+1)7", £9(x)=(-1) (x+1)7%, £ (x)=(-1) (-2) (x+1)
£W(x)=(-1)(-2) (-3)" X+li £ (x)=(-1) (- )(—3)(—4)(X+1) °
)

3
mit Induktion. £® (x)=(- 1) A k=1) ! (x+1) 7"
- |

/

f\“f/l/(Xo)=(—l)k”(k—l) (0+41) *=(-1) " (k-1)!

I

(k) / A 1 o+l n o+
=Y X0 e yepgye ) EDT R DL g G DT

k=0 k! 7 e k! k=l k
’ __<@.n
Fehler in x ];/_IRD(X) | = S E) (x—xq) 2| =
N (n+1)!
|
( l)”+l+](n+l “1)’(g_+1) (n+1) ,—/\ AN 1 < 1 0 o
| (x- x,)"" = (n+1)(&+1)™t I<— =
(n +‘1)' et ) n+l n-e
= =0 AN
/ \ _ k+1
,,Fehler in x=1 =2 0% = lim Tn(v Xg) o (l-l-l)—hmZ ( D (1-0) k=
n— oo n— e =1 5 Fehler—0 R— o =0 k
S (D . | N
> Y .alternierende harmonische Reilhe
k=0

//85.3.1(2901) Taylor// .
//Vor: Beliebiges ICR, x,€I, I n€N,: f:I—-R ist n mal stetlg //

// differenzierbar (d.h fe€C*(I)) und // .
// n+1 mal differenzierbar auf ‘]) (d.h. £ existiert auf\j )/ /
. B n f(V)( ()) N
//Aussagen: f(x)=T,(x)+R, (x)=) 0% = (x-%,) #R, (x) ¥ x€1//
— v !
f(n+l)(§) \
// Rn(x,)=0, R,(x)= G D) (x-x0)""! mit geeignetem §:§(x):§,,’x“ (x) EI (x,x0)
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//85.3.1(2901) Taylor//
//Vor: Beliebiges ICR, x,€I, d n€N,: f:I—-R ist n mal stetig //
// differenzierbar (d.h fe€C'(I)) und //

//  n+l mal differenzierbar auf (]) (d.h. ™V existiert auf ;)//
'Zf(”( )

v =0 v !

//Aussagen: f(x)=T,(x)+R,(x)= (x-x0)V+R, (x) V x€I//

f(n+l)(§)
(n+1)!
//D5.3.2 (2901) IcR, I=(a,b), f:I—R stetig differenzierbar, x,EI, nENy:
f £9(x,)

// Ry(x,)=0, R,(x)= (x-x0)""' mit geeignetem §=§(x)=&, . (x)€I (x,x)

// T, (X9,x) := (x-x,)* heiBt ntes Taylorpolynom von f um X,.//
k=0 .
//83.6.3(2104) Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen//

2w
z

//2.)cos z=cos (—z):é (-1)v EV 1 gerade Funktion, KR=c.//

2v+1
// sin z=-sin(-z) :/Z:; (-1)v @v + D1 ungerade Funktion

// sin x:R—-[-1,1]... (sin x)’=cos x
// cos x:R—-[-1,1]...(cos x)’=-sin x
e) f(x)=cos x, x€R
£@x (x)=(—l)k*cos %, £ (x)=(-1)*'*sin x, V k€N,, d.h V neN,, x,=0:

2n

T2n Z f(”(()) x'=

AN

V!
N ) ) sin 0
CQS(O) - sin0 i cosO <2+ F sinO O cosO0 b+ cos O 20 (i(Zn—-l-l)T 20y
or-. 1! 2! 3! 4 25! N
N =0
L 2 4 25
=1 . 40 - +0 S (%0 )
2! 4! 2n!
ik .
_go (zk)v \\S=T‘2Ttl\(x) ) o
\\‘: \\\A (2n+2) ; & -1 (n+1)) Cos
V x€R 3 E€R: cos x-T,, (x)=Ron (X) =wx2“*2= ( ) (E) X202 =
2n +2)! (2n+2)!
|cos x—Ty, (%) | SL
(2n + 2)!
x° x* x> x* x°
|cos x-T,(X) |=]cos x-1+— |<— und |cos x-T,(xX)|=|cos x-1+—-" 1<
2 4! 2 4! 6!
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D5.3.3 (2913)Seien f:I-R, 3 £% V keN, x,€I. Dann heiBt

© (k)
Y}J“(x):=lg f & 0)( Xo) ¥ die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt x,.

k=0 k!
Bem: ® Das Konvergenzverhalten der Taylorreihe kann mit den Methoden
aus 3.5 untersucht werden.
® @ falls die Taylorreihe konvergiert, so konvergiert sie nicht
notwendig gegen die Funktion f.
# Ndherung an f(x) durch Berechnung Rm%iﬂ

® 808 Sci f:T-R beliebig oft differenzierbar, x,x,€I =

fE(x)=7 (%) < | e
T, .. f(x)=T,  (x)+R lim R

n— o X0

//85.1.6 (2750)Differentiationsregeln//
//1.)Vor:Seien f,g: M-C differenzierbar in 2065&./7

// c)fg ist differenzierbar in z, und //
// (£'g)’ (zo)=f’ (20) g (20) +f(20) 9’ (2,) (Produktregel).//
//2.)Kettenregel//

// Vor:Sei f:A—B differenzierbar in ZOEéi/ f(zO)E , und sei //
// g:B—C differenzierbar in f(zy).//
// Beh: go f: A—»C ist differenzierbar in z, und (gO.f)’(zg) g/(f(zw) £ (o)
// (Kettenregel) (gO f)’=(g’ 0 f)f’.//
,l\\\\:\\\:\\\\\( )2 ,’//// -7 -
2 e X L7 e
Bsp: f: R>R, f(x)=ie “: x#0 = € t x#0 .-~ Polynom zu
e e 0: x=0 .7 e )
0: x=0 L e 4
2 Aussagen T T /
(.)E®(x)=P,(y ) L V neEN, ¥ x#0, mit grad(P.( y ))=3n
e BRI
< -7 -7 7 \

Bew per Induktilon--._ .- - .- \
n=1l: S5.1.6 = £ dlfferenzLerbar V x#0, o7 |

\1 /,/ \\
1 L7 1
£ (x)= "2 " ((x)7)=e < (Z2) (%) 2)=2 o v ¥ ox#E0 =

=

P.(y )=2y’= grad(P,(y))=3*1=3n \

P’ (y)=6y? d.h. grad(P.’ (y))=3*1-1=3n-1 \
Pl

P _ Ay Py r oL P NI \
n=2:£"" (x)= (" L(y) ) =00 w) " e el =
6y’ --L+2y*oyi* .l =(6y’+4y®) -1l =p, -1 = grad(P,( Y ))=3*2=3n
e e " e e =1/x
P,’ (y)=12y+24vy® d.h. grad(P,’ (y))=3*2 -1=5=3n-1
n
IH n: £ (x)=P,( y ) -1 V neN, V x#0,
—i-/x e X
grad(P,( y ))=3n, grad (P, ( y ))=3n-1,
=1/x =1/x
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=I/x e’ S5 1?3 1.)c) :I/x e :I/x €
(P y )" L4P(y )2y ( .1)=
=1/x e =1/x e
3
( -y (Y '+ Y )2y )2
e~ =1/x =1/x -xt H
grad(P.( y ))’'=3n-1, grad(P,( y )2y  )=3n+3 =
=1‘/x =I/x :;*1
grad ((B,( y ) +P.( y )2y’ )=3n+3=3(n+1)
:I/x :I/x =x"!
—
]ncMion Aussage ( : )
— ~(0
Aussage (..) f=ie “oox20 =€ - x70
Lo 0: x=0
0: x=0
ist beliebig oft in 0 diffb. mit £™ (0)=0 V neN
p
//82.3.21(1459)4.) lim ™ =0(p>0)// ( = p=1 = lim -+=0 )
n-»oo en n=ow o
Q(x) 52.3.“214.) q §2.3.214.)
Bew: Sei Q ein Polynom = |T| 0O (mit Hilfe wvon X—X > 0)
e X> e X=>0
1 1
1 . Q<;) Q(;)
sei (X,)poys %22 0 ¥V neN = [ 3 @ = LN 7| 5 0, lim —— =0,
:O n>w n pawo ; n=ow x>0 2
e’ e

f(x) ist beliebig oft differenzierbar fir x#0 und

1
(.):£% (x)=P,(x) o 2 Pn ist Polynom.

1
1 _
0 0 . ey )
—1. lm f( )<X)_f( )(0) _lim ¢ ¥ _lim X _ 0
n=1: -9 X_O x=0 x—0 1 : =
X exz $2.3.21
f diffb in 0 mit £’ (0)=0
n: £f n mal diffb mit £™ (0)=0 =
1
. (1) _ pm ) P,(—) _
Hn+l: hng S-S (0)=11rr01 X =0 = £f®™ist in 0 diffb mit
x— X - O xX— L sesie
e.\’z

£ (0)=0 V n€N;,

= Beh (..) =

Induktion

=
o0 ’_/H
T, . (x)=) f(k)(xo) (x—-x%0) ¥ =0 V x€R, aber f(x)#0 V x#0
k=0
k!
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Bsp:
a) f(x)=e*, I=R, x,=0 = f¥(x)=e¥,
Taylorreihe von f Entwicklungspunkt O:

//82.3.21(1459)Wichtige Grenzwerte//

1

£f5(0)=1 =

//#6.) lim  ~ X =0, X/EER/ neN//
n— oo n!
=1
. =0 0 1
T, (x)=) f”")(;c;) (x=x%0) = zxk=ex = 7, (x)=f(x) V x€R =
k=0 k=0 .
k!
(n+l) = r—;H_ 52.:"‘3_.}2: 6.)
Rn(X):‘f (5) (X_Xo)n+1: e; Xn+1 N O
(n+1)!
(n+1)! Fi—> o0
b)
//83.1.4(1606) Vor: (a,) cR,a,\0(n—x). //
//Aussage:gg'(—l)%% ist konvergent.//
n=0
//(2755) Folgerungen:
// 4.) ® (log x)'=1/x%;-x>0___
f(x)=1n(x), £:(0,0)—-R, x=1 = f';&);%n £ (x)=(—l)k‘l(k_k1> V keN
e n!
£09 (€)= (-1)*——= V neN,
EE(X,XO)=(O,1)U(1,OO)
R (k- D! e
= T (x)=3 () (x=20)" =3 (1) (x ) k! (x-1)=3 (x=1)"
k=0 X = k=l 2 k=1 k
. =
Konvergenzradius: p=——jf::=1 = Tf(x) konvergiert V x€(0,2) (& |x-1]|<1)
W1
linﬁ—
T %
und auch fir x = 2
S3.1.4
(n+l) ¢ & _ n _ n+l -
Ro0) =1 L) e Ly G 2 DP 1 X
(n+l)! X0 n+1 = n+1 S
Sei XE[%,2], Beh: R,(x) == 0
Fall 1: 1<x<2 = E»1 = > 1_*"14
| &1 &
1
Fall 2: 4 <x<l = E>1 = X2 0 vkl R I=— 20 o
2
& (DY !
ln x=) (x=1)*=T; (x) V¥ XE[TE'Z]' insbesondere
k=l
0 _ k-1
1n 222 ( 1) _1_i+i_i+_
k=l k 2 3 4
1
1 — 1 1 x-1 1 1 .
# sei x€(0, = — <R, = mHlg — = lim g =0
el xe€( 5 ] nil|§| | Ry (X) | +l| = l Y SR (%)



S5.3.3(2916)Hinreichende Bedingung fir lokale Extrema bzw. Wendepunkte
Vor: IcR, f:I—-R, xﬁel (z.B. offenes Intervall I=(a,b)cR)
1.)Aussage: H

f 2n-mal dlffereh21erbar auf (x,-0,x,+t0)cI, neN,

£ (x0)=0 fir k—1,3,..,2n 1, £ (x0)#0 <

f besitzt in xo/éin lokales Extremum und zwar

2
. ! \Maximum,wenn f ©" (x,) <0
ein lokales |
1

i ‘Mzmmum swenn f 2" (x,) >0
//85.3.1(2901) Taylor//
//Vor: Belleblge$ JI:R x0€I, d nENy: f:I-R ist n mal stetig //

// dlfferenz;egbar (d.h feC"(I)) und //
// n+1 mal diﬁfekenzierbar auf ; (d.h. f™1 existiert auf ;)/V
// | f(V)( )
//Aussagen: f (x)=T,(x)+R, (x):Z '0 (x=x0)"+R, (x) YV x€I//
i ' v !
/ ‘ f(n+l)(&)
// R, (Xo)IO R, (x)= (x=%0) """
, (n+1)!
// / f mit geeignetem &=£(x)=&, . (x)€I(x,x,)

//85.1.2(2705) Ist eine Funktion f:I—R in einem Punkt x, //
//differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.//
//54.3.4(2409) Rechenregeln fiir Stezrgkelt//

//Vor:McR, f,g mit M—R, stetig im Punkt x,EM.//
//Beh:l.)f(x0)>a (J<a bzw.#a) = //

// J 850 mit f(x)>a(<a bzw. #a) V x€MNU;(x,).//
#Bew: Es gilt: ff2n—mal differenzierbar auf (x,-0,%,+0)<I, n€EN,
# £ (x,)=0 fﬁr k=1, 3, ,2n-1, £@ (x,)#0 =
~(0)
21 () f (xo)
X S

4 Tons (%)= > S (%) ) X=%X0) V=" oy (X=%0) "+0+. ..+ 0=F (xo)

— v ! 0 -

¥ =0 . - 7

[ ——————— —| —————— -—_— = —I ///
# o £ (x,)>0 | L
# Wahl 8>0: £ (E) > 0 V EE€Us(x0) =

| S5. 12“54 3.4 7 . //Sﬁ 3.1

>0

- (2n) = 2n
# V xE€Us (ko) 3 § §Xeuﬁ (x0) 2 £(x)= S xo) f(sz) (- %) 50 o
r‘ - o1 (Xe) - - n)r-

f(x)=> (f’) V xEUbb%) ¥5ﬁ}% lokales Minimum
® 0 (%,)<0 analog = x, lokales Maximum

T

]
I
I
I

+=
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$ % = =

=

Es gilt nicht:

f 2n-mal differenzierbar auf (x,-0,x,+0)cI, neEN,

£% (x,)=0 fur k=1,3,..,2n-1, £“(x,)#0 d.h. =
sondern

f (2n+l)-mal differenzierbar auf (x,-9,x%,+0)<I, neEN,
f® (x,)=0 fir k=2,4,..,2n, £ (x,)#0 =

-(0)
20 () S (xy)
x 0
T2n<x0)=2& (x=x0)"=" (" (x=%0) *+0+. . . 0=F (%)
\\\\\ v =0 14 ' \_/_‘ ///
® @ £ (k)50 P
Wahl 8>0: £ (E)>0 -V EEU (x,) =
e T -ss53a
IO s (9
V x€Us(x0) I E=E.€Us(xo): £(x)-f(x) = (x=x0) #™*
—  (2n+1)!
§5.3.1
(x—-xq) 2"t > 0 und (x-xq)2*" < 0 =
x0<x:x0+6 )<0—6:x<x0

f(x) 2 f(x,) und f(x) =  f(x,) und YV x€U;(x,) =

Xo<x<xy+o Xg - O<x<Xxy

Xy kein Extremum

® @ f°) (x)<0 analog

2.)Sei £ (2n+l)-mal differenzierbar auf (x,-0,x,+0)cI, neN,

£f% (x0)=0 fur k=2,..,2n, £ (x,)#0.
Beh:x, ist ein Wendepunkt von f.

// 85.2.10(2857) Konvexitat//
//Vor:Sei Ic R ein Intervall mit Endpunkten a<b und f:I—- R stetig auf I.

//
//
//

2.)Ist £ auf (a,b) 2 mal differenzierbar, so gilt:

(.)f konvex auf I & f’'’>0 auf (a,b)
(..)f konkav auf I & f£'’/7<0 auf (a,b)

//D5.2.3(2861)//

//Sei McR, f:M—R gegeben. Ein Xﬁfﬁz heiBt Wendepunkt von f: //

//3 8>0 mit (x0-0,x%0+d)cM und f ist konvex auf (x,-9,%,] und konkav auf //

//[%0,%,+0) oder f ist konkav auf (x,-8,x,] und konvex auf [x,,x.+d).//

#Bew:

.

2n ) f(O) (X )
Vor = T, (Xg) =Z% (x=X%0) V= 0! - (x=%0) °+0+...0=f (%)
V=0 . o

1

° f(2n+l) (Xo)>o.

Wahl 8>0: £@(§)>0 V E€Us (x0) =

-7 T~ss3.1
////,// T;T(Zn+1)(€)
V x€Us(xo) I E=E.€Us(xo) : £(x)-f(x0)= """ (x-%p) " =
(2n+1)!
“(2n+l) p = ///’ “(2n+1) &=
f(X):f(Xo)+f (5) X(’X/O)Zmrl = fr (X :.f (5) (2n+l) (X_XO)2n =
Cn+1HL-- Cn+1)!
Qa+ly fex
£rr (x)=—f ©) (2n+1) 2n (x-x0) 2" '= & (x-%y) "
2n +1)! >0
(x=x0) ™ 20 & (x=x)* = 0= £0(x) I 0 & £ (x)
=2 f konvex auf (x,,x,+0) & f konkav auf (x,-0,%,) =
S55.2.10 D523

X, ist Wendepunkt
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-
Xo - O<x<Xx,



# ® ) (x1)<0 analog

Bsp:1.)f (x):
2.)f(x):

(x-X%0) %™ hat Minimum in xo.
(x-%0)*™! hat Wendepunkt in X,.

A5.3.1 f:[-1,0) - R, £(x)=vV1+x .
a) T(3,0)f(0,x) d.h. 3. Taylorpolynom von f, Entwicklungspkt x,=07?

//D5.3.2 (2903) IcR, I=(a,b), f:I—-R stetig differenzierbar, x,EI, n€N,:

n (k)
// [ ) T'(”’X“) (X);:Z ﬂ

k=0 .
//D4.1.1(2200) Fiir x€R und 6>0 sei
// Us (x0) :=[xER|| x-x,| <8]= (x,-0, x,+0) =6-Umgebung von x, in R.
// {ye(x0) 1=Us (x0) \[x0]=[xER[0<| x=x,] <5/

//Sei McR, M#o©.
//1.)x,EM heiBt innerer Punkt von M:< F 6>0 mit Us(x,) CM.

(x-x,)* heiBt ntes Taylorpolynom von f um X,.//

// ]_\(;_[ sei die Menge aller inneren Punkte von M

//85.3.1(2903) Satz von Taylor
//Vor: Beliebiges ICR, x,€I, n€N,, f:I—-R ist n mal stetig

// differenzierbar (d.h fe€C"(I)) und
// n+l1 mal differenzierbar auf ’]’ (d.h. f™1) existiert auf }’)
//Aussagen:
// V xXET 5 §:§(X):;Cn.x(,.x el (X,Xg) c
n (v)
// f(X):Tn(X)+Rn(X):Zf—(T°) (x=%o)"+Rn (x) und
= v !
f(”H)(E)
// R, (x)="——"2= (x-xo) "
(n+1)!

//Bsp (2758): 3.)f(x)=(1+x)%, aeR, x>-1, '’ (x)=a(l+x)***1, x>-1

o -
Lés: I =(—1,0), x-x,=x-0=x ////
[ — //
D4.1.1 _-
3 k) ///
Tiao £00,x)=3 L O sgroyher (0)xt L £77 (0)x2+ L £777 (0)x°
’ k=0 K 2! 3!
=1, £ (0= =L, e = L (gl - L
’ 2 1+x,r:() 2 ’ 4 4 !
/// f”’(O):E (1+X)—5/2 ,r:():é
-7 8 8
¥~ 1 1
Ti50,£(0,%x)=1+ = x- — x*+ — %’
(3.0) ( ’ ) > ] 16
Axdi 0
£ in [-1,0) X9P 5. stetig diffb d.h Vor S5.3.1 erfullt in I

Bsp(2758)

1
m, peN stetig wegen

Bsp: (2401) (...) h(x)=+/x, stetig in x, V x>0 =

(o]

I+x  stetig in x, V x>-1 d.h. in I
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//S4.3.4(2415) Vor:Mc R, f,g mit M= R, stetig im Punkt x,EM.
// Beh: 2.)fg stetig in x,
// ///”fég stetig in x,, falls g(xy)#0 (und folglich g(x)#0 in Us(x,) NM

—

~1
N P — ig V x>-1
1+x)% , (m)p stetig X
Da Vor S5.3.1 erfillt gilt

(4)
f(X):Zs_())f(O,X)+R4(O,X) mit R4(O,X)='f 4‘(5)}(4,
15 _—Z ¥
Ee (0, x), EE(X,O)=_R(1+-&) . S 5 5
e 128 1+ &)

b) Zeige filr les&é die Restgliedabschéatzung |RMO,x)|<éleG und berechne

J10 bis auf einen Fehler von 10°°

4 1
Fir |x|< - gilt IR, (0,x) | < |1} = S < 1
5 128 |5 4%325%  4%1000
S
|
1 — 1+1/9 11 1({1\* 1/[1) 1
Fir x=—: {10 =3* | —— =3(l+= —-=|=| +—|=| +R.(0, =
ur x=g 410 \/% 3 37 38l9) "16l9 (0, g)
Bis auf einen Fehler von 3 — <107 gilt
4%10
. 11 1{1\* 1/[1) 12295 12295
L3(1+= = -=|=| +—|=| )=3 = =3,16229
110 £33 g 8(9 16 9) )= 11664 3888
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