5.4 (3000) Vertauschung von Grenzwerten,

Gliedweises Differenzieren
//D4.2.4(2304)//
//® Eine (reelle)Funktionenfolge ist eine Folge f,,f,,...von Funktionen
// fi: R>R, Definitions (D)- und Zielmengen (Z) ko&nnen auch andere //
// Mengen sein, z.B. Intervalle, missen jedoch fir alle f; dieselben//
// sein f: DxN—-Z, (x,n)—f,(x)//
//® ® @ Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichmaBig auf X gegen f://
// V e>0 3 Ny : [ fa(x)-f(x)|<e V x€X V n>N, //

S5.4.1 (3000) Vertauschung von Grenzwertiilbergangen
Vor: (.)Funktionenfolge f,:I—= R auf I € Rdefiniert, nicht notwendig stetig

(..)f, 2 f: I-R gleichmaRig konvergent #(V x€I)#
n->o AN
(o )x fests 3 an=hm £.(x)=f, (x) ¥ n
N XX,
Aussage lim (lim f = lim (llm £, (x))
X—>XO n— o ‘ n— oo X_’XO

//S4.5. 1(2601) Cau‘chy Kriterium fir glelchmafilge Konvergenz//
//Vor: Se; McR oder MCC und sei f,:M— C fir neN gegeben.//
//Beh: (f'(Z))

4 konVerglert gleichmdBig auf M

// (gegen eine; Funktlon f(z):=M—C) <
// v e>0 3 ngzno (g) VzeM (d.h.unabhdngig von ZEM) mit
// \ : ! If(Z)=f(2)|< e V n,m=n,(e).//

n— oo

//82.1. 2(1250) Vor Seﬂren (z,) ,a aus R, z, _, a

//Beh: 2. )(zn)ﬂ1 o' ist eine Cauchy Folge, d.h. //
// (*) V e>0 5’ ny (€) éFN | zo=2znl <€ V n,m=n,//

/

Beweisschritte': #1 Mlt\VOI (¢.)&(...), S4.5.1,f51.2.1,rechte Seite gegen a
#‘,' \ Bewels 3 a:.: a= %}E} ( an= ;E}g)l fanJ(X) ) 4
)%}{Bf ( ) geht wegen Vor ( .) auch
f# fiir  %—x, gegen a( =11m (llm fa(x)) )
| Y ) X2 %) " now
Bew:1.)Sei a, =Ll £ (x) & I no=noe V xE€T:|fu(x)=fa(x) | = 3V om,n>ngg
X X \\ ‘ B T Vor (..) S4.5.1 -7
‘ \ \ ‘/,/—/' /,//' >0, beliebig //,’/
(da die £, glelchmaﬁlg qegen £- konvergleren, ist ny nicht von 'x
abhanglg) S i /; - T
FE. (%) 2 a, fn/(>'<5 = A=

~ ~ - — — - -
—~ - -

#3 0>0 mit \|;<:§</0T<6: lf,ﬂx)‘—am|<§ &

# ' am‘_an | = | fm (X) +am_fm( ) _an+f\n( ) _ffx/(/X)/

# (fim (x) —fn (%)) + (an—fn(x)) + (ﬁgﬁf{(X) M=
E

fmi _fn m_fm A+ /_//r\x\ fn <=
il ‘(X) (x) [+]a (/>/</)/1 I ai—f}i)"’“’ 33 V. m,0>Nog

-
|

#lan-anl <e ¥ m, n>row , XE Jalxe) 77

\

#wobeil a,, a, 2 Grenzwerte von 2 Funktionen\;\\ fm(\g) und f,(x) der
#Funktionenfolge fiir ein x mit x\—> Xg.... fUr irgend ein x€Us(xg) .

Wahl x€I/{x,} nahe genug beil x, ii | am— an|<s V m n>n05;>142

(a,) ist Cauchyfolge mit Grenzwert a=1lim (an=(l\l\m f.(x)) ) =1lim (lim f.(x))

n— o x—>\}§0 n— oo X X
N

A
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// (..)f, 22 f: I>R gleichmidBig konvergent #(V x€I)#

n— oo

//  (...)x, fest: 3 an=£}$fn(x)=fn(xo) V n

//81.2.1(407) Vor: K sei angeordneter Korper und a,be K
6.) |latb|<|al+|b| (Dreiecksungleichung)

//
//Vor: (..)f, ? £: IR gleichmaBig konvergent #(V x€I)#
n-»o |
=lim f, (x)
— = |
2.) | Sf(x) —al = JE(x) L (%) [+ (x) Fanl +lan—al .
N S1.2.16.) \
Vor (i, (x) = = == f(x) |

Wahl m so groB, dass |f(x)-f,(x) | Vf—()? V x€I & Iam—a|<§ V x€I &

= £ V xeI mit 0<|x-%X0]<0 =

5> ' - =
0>0 so klein, dass |f,(x)-aul o 3
|f(x)-al<e V x€I mit 0<|x-%,]|<d = f(x) — a =

lim (lim £,(x))=]lim f(x)=a= i 8= 15y (14 (X))

n->o
X-)XO X—)X0 1) o 1) noe X— X,
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S5.4.2(3002) Gliedweises differenzieren von Funktionsfolgen und -reihen

# Beispiel fiur die Vor Seiten 3011
a)Vor:e Funktionenfolge (f,):I—> R V neN, I=[a,b]lcR,
oo Alle(f,) auf I stetig und im Inneren differenzierbar
(X f,’auf (a,b) gleichmaBig konvergent
0040 Foi@é\L@Q wenigstens\fﬁr ein\x:x*EI konvergent.
Aussagel: T ‘

- , \
I -l

(.)Falge (f,) auf I gleichméﬁig\konvergent\und
|

(. .)Gfenzfunktion f(x)= %}gf (x)) ;st “auf. (a\b) dlfferen21erbar
(E (x)) 7 =lim (f, " (x)) V x€(a,b) d.h. (£ (x\)) = (lim £,) =150 (f, ")
n->o \ - n->oo |

- 0
| \ \ | n
\ |

, 1 \ \
//S4. 5'1(2601) Cauchy-Kriterium fur‘glelchmaﬁlge\K0nvergénz Funktionenfolg
//Vor: Bel McR oder McC und sei f,:M~C fiir neN d@geben //

//Beh: Nf’(z) _, konvergiert glelchmaﬁlg auf M // \\
// ,(gegen eine Funktion f(z):=M—C) < V &£>0 S\Qozm(e)//
// | (unabhdngig von z€M) mit |f,(z)- f.(z)|<e V n ,m=ng (g) ./ /

//85.2.3(2802) (Mittelwertsatz der Dlﬁferentlalrechndpg )/ /.
//Vor:a<b, f:la,b]>R sei stetig auf ¥1kﬂ und dlfferenalerbar auf (a,b)//

f) - £ !
//Beh: 3 mindestens ein &€ (a,b) miw’_ﬁ%____@ngr(g)//\\
/ - a s v
//82.1.2 (1250)Eigenschaften konvdrgenter Fokgen// \ l
//Vor:Seien (z,), (w,)€C, konvergeﬁt mit zp;i Z, W, s W, WWzéC.//
//Beh 5.)LiM (7 4w )=z 4w/ ;o \
(fn)inx*konvegent////// ‘)\\
Bew(.): eee 5 eeee - 7 L A
T s454 \ \
e e ! &
v > = : —Ln PN m *) - n * < —
>0 d ne=no(e) : | f/ ()() f(X)I 2(b @) & | fn(x*)-1f (X‘ ) |\ >
e //” o \V;m,n>nov xET
s . S I
Anwendung 85.243 auf’ f.-f.: V x,yyw- (a,b), (x,vy Inneres) gewdhlt E=x
~ L or e
£ S|f.(E) £, (B) | = |(f, (x)= f,(x))- (ﬁiy)-f100| VY m,n>n, =
2(b- a) f..f differenzierbar $5.2.3 e - ]
ka(X)'bﬁKXJ)'(f;(y)'.ﬁ130|< £ V m,nsn, = ‘
|x - ¥ 2(6- a) |
* - - — * — \vi “‘
(%) 1 (fn(x) —fa(x)) = (fa(y) an(y))| 2b- a) | x-vy| m, n>ng
x* fir y: . ‘
| (£n(x) fn(X))ISI(fm(X)—fn(X))—(fﬁ(X*)—fn(X*))|+|fm(x*{—fﬁ(x*))|
elx-x* e _& & L =
<——+—<"+—=¢ V m,n> V xe ==
2(b- a) 2 2 2 ¢ o x€(a, b) S4.5.1

(f,) gleichmaRBig konvergent auf I gegen Grenzfunktion f:I-R
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//Aussagen:
)Folge (f,) auf I gleichmaBig konvergent und

/7 (.
// Grenzfunktlon f(x)= %}gf (x)) ist auf (a,b) differenzierbar
V x€(a,b) d.n. (1img ) =lim ¢z 7

£/ (x)=11m (7 7 (%))

//

// Seite 3002 (*)| (fu(x)-f,(x))-(fa(y)—£a(y)) |<2L
b-a)

//82.1.2(1250) Eigenschaften konvergenter Folgen//

(w,) ,w,z aus C, konvergent: z, _, 2z,

*|x-y| V m,n>n,

Wy s w.//

//Vor:Seien (z,),
)linl(zn+wh)=z+w/VL

//Aussage: 5.)11
I'l" \ \ \\\ \\\\£
//(*)l(ﬂMX)—ﬂAF) RN fmg3)7<2&kjb)il§i¥| V. m,n>n, //
I \ \\ \\
Bew (. .) o4 (.)=>f.(x) S;f( )\\& n\(xo) EL X\O)\Lda glm\Konv:spunktw Konv) , #
/ x)- X - f(x
Fir x,€I & |x#X, seil Qn(x):=);() RACY, & Q(x): IIKL—ZXJQ
J X- X, X=X,
==
v Qﬂ:icg punktweise &
. \\.." 5‘x'xo|
in (%) %o fur vy: [ (fu(x) =L, (%)) = (£n(%o) —£,(%0) )
3 2(b- a)
f\ | (£ (x) —fn(x0) = (£, (x) =f,(X0) ) <
Elx- x| !
A = |
2(b' a) l‘
“ V m,n>n,

/ \\\ m “¥n <
; LQ (x) =Qq (x) | 2b- a)
offenbar bei@ebig = 0, (x) ZZ Q gleichmdBig konvergent auf I.

Wahl von X
£7 (xo) =1iMg(x)=1im (limg (x)) = lim (limg (x))=1lim £/ (x,) .
X‘VXO X**XO n— o S5.4.1 n— o XHXO n—o o

£r(x)=(1m £y (x) d.h. (Limg)r=Lim (g

# Da x.€I beliebig:

b)Sind alle g, in einem Punkt x, stetig und ist die
so

0

Funktionenreihe Z: gx auf D gleichmaBig konvergent

k=1
ist die Grenzfunktion f ebenfalls stetig in x,

n— oo
Jx -

angewandt auf f,=
k=l

Bew:Folgt aus a),
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//a)Vor:e Funktionenfolge (f,):I—» R V neN, I=[a,b]lcR,

// 'Y Alle(f,) auf I stetig und im Inneren differenzierbar
// 1y f,"auf (a,b) gleichmaBig konvergent
// YY Y} Folge (f,) wenigstens fir ein x=x*€I konvergent.

- X
A5.4.1 Zeige, dass die Funktionenreihe 2: log(1+—5) auf [0, )
n=1 n

gleichmdRig gegen eine auf (0,o) differenzierbare Funktion
konvergiert. Bestimme auch die Ableitung der Grenzfunktion (GF)

//85.1.6 (2750)2.)Kettenregel
// Vor:Sei f:A—B differenzierbar in zoeéi, f(zo)efé, und sei

// g:B—C differenzierbar in f (z,).
// Beh: gOof:A->C ist differenzierbar in z, und (gO f)’ (z,)=g’ (f(z0)) £’ (2zo)
// (Kettenregel) (go f)’=(g’ o f)f’.

LOos:Gliedweises differenzieren:

o I=[0,k],f.(x)= 5: log(1+j%)
n

ee f (x)=log(l+x/n) auf R stetig, d.h. auf I stetig
1 1 1

1+x/n2n? n2+x

V neEN im Inneren differenzierbar, da (f,(x))’ =
$5.1.62

- 1 . . .
eoo 2: oax gleichmaRig konvergent auf [0,k], weil
n=1
1 1
x>0: = V x€(0,k) konvergent nach Majorantenkriterium

n? + x x>0 nN=z

x=0:9,(0)=0, also 2: g, (0)=0 konvergent =

n=1

ee0e crfiillt und

2: ff=2: log(1l+x/n?) gleichmabkig konvergent auf [0,k] gegen GF f ,

n=1 n=1

= es gilt (..) differenzierbar auf (O,kl,mif f’(x)=2: 21
//// n=1 n‘ + x

Jedoch -7

Z: log(l+x/n?) auf [0,o) nicht gleichmdBig konvergent...

n=1

Z.z. d €>0 V NeR, 3 x€[0,©), I neEN n=N = |log(l+x/n?)|>E&
Bew:W&dhle €=log 2, Sei Ne€R, beliebig. Wahle x=2N?, n=N,

2

dann l+x/n2=l+:2N

=z

=3>2, |log(l+x/n?)|>&
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Eigener Versuch:
//D4.5.1 (2600)GleichmdBige Konvergenz//
// Sei McR oder McC. Sei f,:M— C fiir nEN gegeben. Die Funktionsfolge//

// (£,) T_,=(f.(z)) 7_, konvergiert gleichmdBig auf M gegen f(z):M—>C: <//
//V e>0 4 ny=ny(¢) (unabhdngig von z€M) mit//

// | £.(z)-f(z)|<e V n=n,(¢e) und V z€M.//

//84.5.2 (2601)Majorantenkriterium von Weierstrass//

//Vor:Sei Mc R oder Mc C und sei f,:M— C fiir neN gegeben.//

// Sei |f,(z)|<a, V neN und V z€M und ) a,<x0.//

n=I

//Beh:) |f,(z)| und ) f,(z) sind gleichmdBig auf M konvergent.//

n=I n=1

# Methode:Mit S5.4.2 Bew 2: log(1+£;) auf [0,©) gleichmaBig konvergent

n=1
# gegen eine auf (0,o) differenzierbare Funktion,dazu zundchst Priifung der
# Voraussetzungen.

# Nach diesem Zeichen e Priifung der Voraussetzungen fir S5.4.2

# eVor e: Funktionenfolge (f,):I—= R V neN, I=[a,b]l]cR ok wie folgt:
Lt Aufgabe x€[0,w), d.h, x€[0,c] V c€R4/5
(f.)=Y log(l+—=):T>R V¥ neN, 1=[0,c]cR
n

n=1

//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//
//1.)Vor:Seien f,g: M-C differenzierbar in xﬁEﬁ& bzw.R://

// Funktionen f und g:I— R seien differenzierbar in x,€I//
//Beh:a) fxg sind differenzierbar in z, und (fxqg)’ (z¢)=f’ (z,) £g’ (2¢) .//
// b))V ae R(C) ist af differenzierbar in z, und //

// (0f) " (zo)= af’ (zo) .//

//2.)Kettenregel//
// Vor:Sei f:A—B differenzierbar in 20€§i,f(zo)€£é, und sei g:B—C //

// differenzierbar in f(zy) .//

// Beh:gOf:A— C ist differenzierbar in z, und //
!/ (go £f) ' (zo) =g’ (£(z0)) £’ (20) //

// (Kettenregel) (gof)’'=(g’of)f".//

//Folgerungen://

//4.) (log x)'=1/x, x>0//

//85.1.2(2705) Ist eine.Funktion f:I—= R in einem Punkt x, //
//differenzierbar, so ist.sie dort auch stetig.//

# © S5.4.2 Vor.ee Alle(f,) auf I stetig und im Inneren differenzierbar ok
# wie folgt:

n AN
r— . ‘h\\ k2 ’ r
# fn ( kZ:: lOg (l X/]\{\ ) ) S5.1.61a),b),2.).Folgerungend.)
n \\\
y 1 > 0 =
2 12 -

k=l L+x/k* k Vor: x=0, k>0, Folgerungen 4.

# f,auf I differenzierbar = f,auf I stetig
§5.1.2
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//D4.2.4(2350) (Korper:K, z.B. R, C)

//® ® Die Funktionenfolge (f,) heiBt auf D gleichmdBig konvergent, falls
// sie punktweise konvergiert (gegen die Grenzfunktion f) und falls
// weiter gilt: V >0 3 NeN V n>N VzeD: |f.(z)-f(z)|<c.

/
/

//(1302)Bsp:1.) V keN, an:=Z 1/k2§1+2 (%—1/]@ ;77_ //

/

// o 1+1-1/n 22 2 f; konvergent//

n— o0 S2.2.2

B G

//82.2.2 (1301)Vor: (a, )CR monoton und beschrankt Beh = llg a,//
# e Vor S5.4.2 OOO(fn) auf I gleichméaBig konvergent ok wie folgt:

V x€[0,c] gilt (fn)'_i‘\;— Z /< Z

= 1+X/k2k2_kl k2+W =0 k=
. 1 1 1 1 s AN 1 < —
# = + +... T =>\o< < —< 2
kZ:; Fr+x 1+x 4+x nt+x . \ NZ:/ 24y kz: k2 (1302 Bsp1) 5222
# (L)'= 25 Z;——f konvergent = (fﬂ ’;ﬁ f{ (f Grenzfunktion)
=1 +x I?*»ac
# o Vor S5.4.2 eeee (f,) wenlgstens fur ein X:X*EI konvergent ok:
0 /
# x*=0: 2: log (1+—) 2: log(l) =0 konverged§
n=l1 n n=1
Vor erfiillt n ,’ \
#Deshalb = (fnrzzz log(l+——)’konvergiert auf I¥{O,c] gleichmaBig
! $5.4.2 k=1 kz// /\<
\\ // und /// \
\\ K \
\ lim _lim : . N :
#Grenzfunkt f (x)=+120"f,( - 2: log (1 k ) ist auf (O,q)dl?ferenZLerbar:
! k=1 o !
\ n . 7 |
| . . 1 s
n £ri(x)=11im (£ y=1lim ( )7 =(lim 1o l+——— ) ! =
n— o fn n— o = k2+_x n— o kzl /g VA:I k2+.x

//85.4.2(3002) Gliedweises dlfferen21eren von Folgen und Reihen//
//Vor..Dann (.) konvergiert (f,) auf I=[a, b] glelchmaﬁyg und //

// (..) Grenzfunktion f(x)= %}gf (x)) ist auf (aLb) differenzierbar:
// £/ (x)= (1M £y (x) d.n. (Mmgy =iy /g
# 5: log (1+4x/n?) auf [ 0,w) nicht gleichmidfig konvergent

) 1
//S84.5.1(2601) Funktionenreihe Cauchy-Kriterium fir gleichm Konvergenz//
//Vor:Sei McR oder McC, f.:M— C fir neN gegeben.//

//Beh: (f.(z) 7_, konvergiert gleichmdafig auf M (gegen Funktion f (z):=M—-C)

1

// e Y&>0 I ne=ny(e) (unabhédngig von z€M) mit |f,(z)- f.(z)]|<e VY n,m>n,(¢)

1 F11

#Bew: |f.(z)-fa(z) =1 log(l+x/k?)-) log(l+x/k?)|=| 3 log(l+x/k?) |
k=l k=l k=n+1

# Z.z. 3 €>0 V NeR, 3 x€[0,o), I keN k>n+1=N = |log(l+x/k?)|>€&

# Wahle € =log 2, Sei N€R, beliebig. Wahle x=2N?, n=N,

# dann 1+x/k2=1+ 2NN; =3>2 =|log(1+x/k?) |>log 2=¢&
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A5.4.2 Sei f, (x)=(1+x/n)" fir x€R und neN. Zeige, dass die
Voraussetzungen von S5.4.1 fiir jedes abgeschlossene Intervall
[a,b] erfillt sind. Gib durch Anwendung dieses Satzes einen
neuen Beweis fir die Differenzierbarkeit wvon e*.

A5.4.3 Untersuche, ob S5.4.1 auf die Folge (f,) mit f,(x)=(1l-x)x",
0 <x <1 angewandt werden kann.

5.5 zur Zeit leer

5.6(3007)Das Argument und der Logarithmus einer komplexen Zahl

//81.6.1 z=x+iy x,yeER, i°=-1 4.)|Z|:=¢Xahy220 Abstand von z zum 0 Punkt
//83.6.3(2104)Eigenschaften der tfigonometrischen Funktionen//

// V z=x+iy gilt:// ///

//1.)e"*=cos z +isin z (Eulersche Formel),//

// e’=e*e=e* (cos y+i sin'y).//

//7.) V z=x+iy €C gilt .cos’z+sin’z=1, |e|=e*?//

Seien reR, und Q)ER/qégeben. Dann wird durch

z=r (cos ®+isin® )=re‘®P eine komplexe Zahl z gegeben.
Thr Realteil ist’ offenbar x=rcosd, ihr Imagindrteil gleich y=rsind®d

—

33T r=|7Z|, also liegt z auf dem Kreis um 0 mit Radius r und kann
2.0, N DA

insbesondere nicht gleich 0 sein.

Weiter gilt folgendes hinsichtlich des Verhaltens von z in Abhangigkeit
von O :
irem/2
1.)Fir 0 <P <m/2 ist x,y=0 und
x L von r nach 0, y 1t wvon 0 nach r J?%—V///’—\\\\
Also wandert z auf dem besagten Kreis
im Gegenuhrzeigersinn von der
positiv-reellen zur positiv-imagindren Achse.
2.)Fur m/2 <@® <m ist x <0,y=0 und ~“ire3m/2
x L von 0 nach -r, y L wvon r nach 0.
Also wandert z im selben Sinn weiter bis zur negativ-reellen
Achse.
3.)Fir n <d <3n/2 folgt x,y <0 und
x T von -r nach 0, y 1 0 nach -r.
Somit wandert z weiter bis zur negativ-imagindren Achse.

4.)Fur 3n/2 <d <2m folgt x>0, y <0 und
x 7 und y T von 0O bis r bzw von -r bis 0.
Also wandert z weiter zur positiv-reellen Achse.
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//81.6.1 z=x+iy x,y€ER, i°=-1 4.)|z|:=J< +y*> =0 Abstand von z zum 0 Punkt
//83.6.3(2104)Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen//

// V z=x+iy gilt:// ///

//1.)e"*=cos z +isin z (Eulersche Formel),//

// e’=e*e=e* (cos y+i sin'y).//

//7.) V z=x+iy €C gilt.cos’z+sin’z=1, |e*|=e™*?//

//83.6.4 6.)cos (z+k2m)=cos z, sin(z+k2m)=sin z, e?'?¥=e? V ke€7Z.

Das bedeutet, dass.die Zahl z mit wachsendem & auf dem Kreis um 0 mit
Radius r wandert/ﬁnd zwar im Gegenuhrzeigersinn. Ersetzt man ¢ durch ¢
+2m, so erhélt/man wegen Beh5.5.1 die gleiche Zahl z, d.h., nachdem & ein
Intervall der Lange 2m durchlaufen hat, beginnt die Reise wieder von vorn.

//D5.5.2(3004)Die Umkehrfunktion//

// arccos:[-1,1]—[0,n] heiBt Arcuscosinusfunktion.
//83.6.4(2107)

//6.)cos (z+m)=-cos z, sin(z+m)=-sin z,

// cos (z+k2m)=cos z, sin(z+k2mn)=sin z V keEZ.

Ein Paar (r, @) legﬁ also eine Zahl z=r(cos @ +isin @ )=rel® #0 fest.
Umgekehrt, sei (zﬁ%+iy)€C\{O} gegeben und r=|z|=yx" + y° gesetzt =
x/r, y/r€[-1,11."
® y>0: sei p=arccos(x/r) =
0 S@;ﬁ%’ﬁffc’l‘ x=rcos @ , y=Ar? - ¥ =r \/l—COSZCD =rsin @ .
® y<0: gei d =nt+tarccos (-x/r) gewahlt =

cos @ =cos (nm+arccos(-x/r)) = -cos(arccos(-x/r))=x/r = x=rcos D .
$3.6.46.)
= — 2 _ 2 =—1 / _ 2 =rsln @ .
y r % 1 cos” P (]>6[,T.2,—\?]: sin d <0 y

Das bedeutet: Zu jedem z€ C\{0} gibt es ein reR, und @ €R so, dass
z=r (cos @ +isin @ )=re'® gilt und @ ist eindeutig bestimmt, wenn wir
verlangen, dass @ in irgendeinem halboffenen Intervall der Lange 2x
liegt.

D5.6.1(3008) Sei V zeC\{0}. Ein @ €R, mit z=r(cos @ +isin @ )=re' @,
heiBt ein Argument fir z. Wir schreiben auch etwas ungenau
P =arg z. Derjenige Wert fir @ im halboffenen Intervall [-m,n)
heiBt auch der Hauptwert des Arguments. Der komplexen Zahl 0 wird
entweder Uberhaupt kein Argument zugeordnet, oder man sagt, dass
sie jedes Argument haben kann.
Fiir z=re* F mit r=|z|>0, F =arg z€[-n,n] heiBt die Zahl
log z=log(re'®P )=log(|z|*e'P)=log|z|+log(e'P)=log|z|+i* D log e=
=loglz|+i*®d *1=log|z|+i*arg z
der Hauptwert des Logarithmus der komplexen Zahl =z.
Beachte, dass damit jeder komplexen Zahl auBer 0 ein
Logarithmus zugeordnet ist.
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//83.6.2(2102)//

//Vor:Sei a€R, a>0 und der Kreisbogen C.: //

//Summe der e'tt, elt#el* V 0<t<a. //

// V neN se{ Zn:0=ty<t;...<tp,=o mit A ,:=t,—t,;=a/n fir //

~ n

// v=1,2,..n, eine Zerlegung von [0,a/ und L(Zn):zgg SR 4

v=0

//Beh:3 La::%}{EL(Zn) und es gilt Le,=a. # ch:em:e,:L,(# //

Dass das Argument einer komplexen Zahl gleich dem Winkel im sogenannten
Bogenmal zwischen der positiv-reellen Achse und der von 0 durch z gehenden
Halbgeraden ist, folgt aus S3.6.2 bzw wird erst aus der Theorie der
Kurvenlange (Analysis 2) folgen.
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A5.6.1 Diskutiere, in welchem Sinne folgende Aussage richtig ist:
Beim Multiplizieren zweier komplexer Zahlen addieren sich deren
Argumente

A5.6.2 Finde den Hauptwert des Arguments und des Logarithmus fir die
folgenden Zahlen -1, i, 1+i, 2(1-1i), -1

A5.6.3 Zeige: Genau dann ist e*=1, wenn z=2km ist fiir ein ke&Z.
A5.6.4 Zeige e¥Fi=-1

A5.6.5 Berechne die folgenden Grenzwerte

a)limlogﬂ,+eﬂ

e

//85.2.8(2850)Grenzwertregeln von de 1’Hospital//
//Vor:Sei -w<a<b<ow, I=[a,b)c R. Die Funktionen f,g:I—> R seien //

// differenzierbar auf I und g’ (x)#0 V x€I. 3 X:zthEL{§§.//
X— D_ g' pre
//Beh: Gilt (.)L1iMf(x)=11Mg(x)=0 oder (..)1dM |g(x)|=0 s0//
s/ 3 1m S dim SO 1im B9 g g hema) /)
x2b g (X) b g(x) b gl (%)
1
L-e’ ! +1

[6s: lim0gd *e) = 11m&=11m%=1

X— 0 m 55-2148 X— 0 1 2X X— 0
2+4/1+ x2 1

— + 1
X2
b) lim € 1- xe
x—0 3
X
< x" &oxt X X <
: T 1- . +o o+ 4 - x(x- 47) QS
.. _lim 1= x3 5 fim =
Los .= m &gy ~ 2F f1 ="11m 2 6 Sk =2 (k n =
x> X3
3 3 3 3
_ XX . k-3 . k3 XX o k-4 - Xk 4
lim (g g3 X% )=lim (g7 g a3 E xS -
=0 - o k= 28YWk-D =0 ; o k! = 27 (k- D!
X X
1 _1 1
6 8 24
llm tan 2x
c) XHH/4(tan X) .
LOg: = llm elog(tanx)u"b‘ llm etan 2x*log (tan x) _ =e 1.
x>/ 4 x— /4
1 1
log(tanx) . 2
NR 1im T — lim tan x cos-x _
x— /4 - x—o /4 1 1'2
d'I[H lim log( t: =0= lim 1/tan 2 - .
tan2x  dlHos lm log(tanx)=0= lim 1tan 21 (tan 2x)* (cos 2x)?
I S
Sin X CcosX _ 1ip sin?2x _ 1 -1
] 2 x=n/4 . Dsinxcosx - 1
(sin 2x) 2

2354



®(sin®x) (1 - cosx)

d) lim
et NI+ +41- %3 -2

Los. —lim _Xsin’x(- cosn)(+cos)(WI+x* +41- X +2)
20 (JT+x3 +4/1- x3- 2)A +cosx)(WI1+x3 +/1- x3 +2)
_1ip  xsin’ x(V1+x% ++/1- x* +2) _1ip Xxsin’ x(W1+ x> +4/1- x3 +2) _
0 Q4 cosx) (V1 +x3 +4/1- x3)2 - 4) 70 (I +cosx)2(W1+x3/1- x3- 1)
1ig xsin’ x(V1+x2 +41- 2 +2)W1+x"V1- x° +1) _
U+ cosx)2(W1+ V- 2 - D(W1+x3V1- 3 +1)
1im xsin’ x(\/l-t-x3 +\/1- x® +2)(mﬂ+l):

#0 (I+cosx)2((L+x)1- x*)- 1)
Lig xsin’ x(W1+* +41- 2 +2)W1+ 27 V1- x° +1) _
#0 (1+cosx)2((1- x* - 1)
Lim xsin’ x(W1+x" +41- 2 +2) W1+ V- 27 +1) _
x20 - (1+cosx)2x°
~ [sinx |’ (V14340 1= x3+2) (1 143 1—x+1) L
Tim | =y —2(1+cosx)
>1 5-2
1im SIn X _ 14y COSX 1
x=0 % a x=0 4 -
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	//S1.2.1(407) Vor: K sei angeordneter Körper und a,b K

