6. (3100) Integralrechnung
Problem Flachenberechnungen durch beliebig genaue Anndherung mit
Rechtecken, deren Flachen leicht zu berechnen sind

6.1(3100) Zerlegung, Ober- und Untersummen

D6.1.1(3100) I=[a,b], a,beR, f: I-R.

a) Z={xXy, ...%Xy} mit a=x<x;<....<xy=b heiBt Zerlegung von I in
Teilintervalle I,:=[Xyx:1,xy] flur k={1,...,N}.
| Zl=max{|I,|:1<k<N}, |I,|:=%x,,-%x, heilRt Feinheit der Zerlegung Z

b) Eine Folge (Z,). von Zerlegungen heilt Zerlegungsnullfolge (ZNF),
falls %}gl Z.|=0 gilt.

c) Ein Vektor E=(&, ... ,&}" heiBt ein Zwischenpunktvektor zu Z falls
X1 <E<x, V k=1,...,N.

d) |f(x)|<KeER. V x€[a,b]:
V Z und jeden Zwischenpunktvektor & zu Z heiBlt die Zahl

N

S(Z,,£)=) f£(E) (x-%x1) die zu Z und E gehdrige
k=1
Riemannsche (Zwischen) summe von f.

— Bsp N=4

/

S S S e S S S e e o o

Xo %1 X1 Ez X2 23 X3 E4 Xy S(Z,Er f):Z f(Ek) (X=Xy-1)

k=1
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e) |f(x)|<KeR, V x€la,b]:

nhz=inf{f(x):xwiﬁxSxk}5?inf(f(1k))=igf f(x)=inf{f (x) :x€I\},

xElg

My:=sup{f (x) :x1<x<x,} Hfsup(f(zk) )=2UP £ (x)=sup{f (x) :x€T,}, jeweils

xElg

ke{l,2,...,n}

Untersumme S (Z,f) =Z my | Ik|=2 My (X—Xy-1)
k=l k=l
Obersumme § ( Z, f):Z MklIk|:Z Mk(Xk—Xk_l)
k=l k=l
Bem: m<&=<M,=> S (Z,f)<S((Z,§,f)<s (Z,f),

Skizzen Anschauungsbsp und Merkstiitze

/

—

|

\

\

\

\

\

\

\

|
T 2

v

f) Z, ., Z, Zerlegungen von I

® /7 enthidlt alle Zwischenpunkte von Z:

Z, heiBt Verfeinerung von Z

@ e /7 enthilt alle Zwischenpunkte von Z; und Z,:

Z heiBt Uberlagerung von Z; und Z,, Schreibweise Z=2Z,+2Z,
Bezeichnungen: Manchmal wird auch z.B statt S (Z,f) nur S (Z) geschrieben
g) f(x):I=[a,b]mR, |f(x)|<K V x€I

Nach Bew zu Bem unten, sind Obersummen (Untersummen)

stets nach unten (oben) beschrankt, deshalb:
b

von f dann

Lf(x)=[ £(x0)dx=33P (5 (Z)}, T*6 (0= [ £(x)dx=0F (5 (2Z))

alle Z alle Z
a

wobei das Supremum bzw Infimum jeweils idber alle Zerlegungen von
[a,b] gebildet wird.

Die so definierten Werte I.,I* heiBen das Unter- bzw Oberintegral

von f Uber [a,b]. (siehe auch S6.1.3(3107). Offenbar: I.f(x)<I*.

Bem: Schreibweisen... statt I.auch S (f), statt I* auch § (f)
I.und I* sind wohldefiniert
//D1.3.2(504)//

// Ein angeordneter Kérper (K,+, ,<) heiBt vollstdndig (beziiglich <): //
// e V 1rcK, T#© und T nach oben beschridnkt 3 supTeK.//
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Bew zur Bem: Sei Z,eZ(a,b) =

Fiir beliebige Z von I: S (Z,£f)<5 (Z,, )< E}llz]f(x) (b-a) =
{S (£,2)|S (f,2) < E[Elzlf(x) (b-a) }cR ist nach oben beschrankt und #0
x€la,
= I.f(x) existiert. Analog fur I*f (x)
D1.3.2

Andere Formulierung Bew:

Inf £(x) (b-a)<s (£,2)<5 (£, 2)< S9P f£(x) (b-a) =

x€la,b] x€la,b]

S (£f,Z) und S (f, Z) sind beschrankt = 3 sup{S (Z)} & inf{s (Z)} V Z

Wahlweise Definition Riemann-integrierbar durch h* oder h**, da
S6.1.6. h*) & h**) beweist. Die Beweiskette flr S6.1.6 benutzt nur h*) in
L6.1.2

h*) Falls I*(f)=I.(f), so heilt f idber [a,b] (Riemann)integrierbar.
Schreibweise: R([a,b]):={f:[a,b]l— R|f R-integrierbar}

b
Der gemeinsame Wert wird dann mit I*(f)zI*(f)z‘[ f(x)dx Dbezeichnet

und heiRlt bestimmtes (Riemann-)Integral von f Uber [a,b]

h**)Falls flr jede zulédssige Zerlegungsfolge und jede Wahl wvon
Zwischenpunktvektoren die zugehdrige Folge von Riemannsummen
konvergiert, dann heilit
f Utber das Intervall [a,b] Riemann-integrierbar.

Andere Formulierung
25 £(EM) (xF)-x®)konvergiert YV k mit IZklgj 0 #(egal welche ny
=
auftreten)

(d.h Hm 3" £(&0) (x(-x{?)=c, mit |Z Z 0)
IE|
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S6.1.1(3103) 2 ist Verfeinerung von Z =
:S(Z,f)ﬁéi(f,é) &

Bew: ® Z=(a=X0<K1< . o ottt eeeeeeeeenn <x,=b)
‘ézﬂa;Xng<...50%4<Y<Xfi..ﬁog=b) d.h genau 1 Punkt y zusédtzlich
i [x, .»] [yv.x;]
Ti:=[Xx-1,Xx), k=1,..,N, mk:g};ff(x), Iy:= ﬁf_jl U "j ’
xelg =1 =1
. . i L> >
m. =1nff(x), ; =lwr—lat:f(x) = m; omy & m, yomy =
7 ps : xel’] ! Ier, ! rer,

S (f, é)_i (f, 2)= Z mk(xk_xk—l)-}'m; (Y_Xj—1)+m_;~" (Xj_Y)_Z my (X=Xy-1) =
k

=1,k +~j k=,

m,(y=x,,) m(x;- ) m,(y-x;,) m(x; - y)
S T S emy (%m%n) = T emy (ymRgn) T e (%5-y)
=>m; >0 2m >0 2m >0 2m >0

20 = S (£, ;)25 (Z,1)

®® Tm Allgemeinen Fall wendet man obiges Argument sukzessive
(schrittweise)an mit Induktion

Analog fur Obersummen

S6.1.2(3103)Sei f auf [a,b] beschréankt. Fir beliebige Zerlegungen Z;
von [a,b] gilt dann stets S (Z)<s (Z,)

//86.1.1(3103)
// 2 ist Verfeinerung von Z = §(f,Z)S§(f,2) & S (f, 272 )ZE(f,é)//
//D6.1.1 e) (3100) £ auf [a,b] beschriankt und sei Z={x¢,...,Xy) eine//

//Zerlegung von [a,b]. Bem: m<M,=> S (Z,f)<s (Z,£)//
=

Bew: In S6.1.1 a) Z=2,, ézzz S“?lli (Z) =S (Zi+2;) D6.11e) Bem
S(Z+Z)SS(Z+Zy) , 0 S(ZHZ)<5(Z) = S(Z)<5 (Z).

Nach obigem S6.1.2 sind die Obersummen (Untersummen) von f stets nach
unten (oben) beschrankt: (S (Z,) <5 (Z,)). Motivation fur D6.1.1 g) (3100)
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S6.1.3(3104)
a) Sei f:[a,b]m R, |f(x)|<K V x€[a,b] und sei
~Zz eine Zerlegung von [a,b] mit N Teilintervallen. Dann gilt fir

jede Zerlegung Z={Xgy, ..., X}
S(Z2)<S (Z+Zz)<S (Z)+2NK|Z|, S (2)=S (Z+Zz)=5S (Z)-2NK| Z]|
//D6.1.1 a) (3100) | Z|=max{xy—Xy1:1<k<N}

Bew: #Bsp/Skizze
#Zur besseren Darstellung wurde x;.,..x; breit gewdhlt, trotzdem

#sind natlirlich noch beliebig zahlreiche j’s mit zugehdrigen m;
#denkbar.

m;+2K
b=x,=x_ X >
aé [AY
Xo.
K
w nf/{,.l‘f—(—x)/:/g_2 <x<E, }=min{ X1 SX<Ry)=m v
- Bsp kga

Untersummen:

® /+7z=~7Z(also falls alle Teilpunkte v
die Beh trivial erfidllt. Im a n Fall

® /+7#7Z. Betrachte ein %, 1<j<n, fiir welches Teilpunkte von Z im

Intervall (x4, iegen und bezeichne diese mit §f<...<§v

Seien my: =1inf{f (x) :x1 <X <xx}) wie in D6.1.1 f) und
§;=XT¢, &, =Xy gesetzt, w=inf{f(x):&,, <x<E&E, , } fur 1<p=sv+l =

ms=min{ Wy, .., W1} Smax{Uy, .., b1} =my+2K und deshalb folgt flr jedes
N

~ auch zu Z gehdren), ist

solches j ~o
v+l \\
mj (Xj_xj*l) =< Mp(gp _-Ep—l )S \\
o = e
v+l \ . e
# maxiw,.\w) (5, -E, )= N
p= \ N
\ v+l \\
#(max{ul,...,um}\\) Z (&, - &, )=(max{Wi, .., Wy }) (Xj_xj—/l)s
\ p=l Ve
#mj (Xj - 1) +2K X\— 35— 1 ///
Smj (Xj - 1)+2K| {\ (|Z|—maX{Xk Xy 1) :1Sk<N}) //
N

N \N v+l
#5 (2)=) m(xs-x51) Z Z (&, -E, )= (2+7) Z (36-%5-1) +2K |

~.
I

N
]

# S (Z)+2NK| Z|
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Andere Formulierung:

Vor: f:[a,b]=R, 1f(x)|<K V x€la,bl, Z={Xq,w., X}, Z=A{YVo0rerYq}
Aussage: S (Z2)<S (Z+Zz ) S (Z2)+2(g-1)K| Z|, S (4)y=s (Z+Zz)=5s (2)-2(g-
1)K| Z]

Bem: Bei Verfeinerungen nehmen Untersummen zu, Obersummen ab.
//D6.1.1 £) (3102) Z,Z,, Z, Zerlegungen von I
//® ® 7 enthdlt alle Zwischenpunkte von Z, und Z,://
// Z heiBt Uberlagerung von Z, und Z,, Schreibweise Z=Z,+Z2.//
Bew:Sei Ei={y0=a,y1,y2=b} = d ke€{1l,...,n} mit x,_;, <y:i<Xx,
M =IRELE (%) 1 X, <x<yi} (Zm, =inf{f (x):x,_, <x<x, })

M =inf (£ (x) TRER< X, b (Zm, =inf (£ (x) X, Sx< X, }))=

My (Xp = X 1) =My, (\YT'\&Q-l )My (X —Y1) S (Vi X oy ) Ty (X —y1) =
n 71\\\
ZZ my (Xx—Xyg-1) = Z my, (*Xk:xk—l) +my, ( KXy = Xhy-1 )
— k=1, k #k, >~
n \\\
< D mo(xexe) vy (yim Xy )b mg (X ~y) =S (Z+ 74, £)
k=1, &k #k,

<S (£, Z)-my, (xko Kio-1) T (1= Xy o1 ) T 72,0 (X —V1)

=5 (f, Z)|+mk (+xk0-1 Y= Y1~ Xk, ) + 1y (+Y1 Xig-1) T ( Xy —y1)

=S (£, Z)+my, (Xpq —y1) + My (y:- ffo)—m‘ﬁxko-l—ym\ngu(+xk(,—yl)
//\

=5 (£, Z)\+mk (+ ku 1_Y1)jf¢£(]:(:§/1::72c(, ) —m,. (xk()—ll_y1) =My (tyi— Xy, )

=S (£, Z)+ (mk _mk ) TFY1= Xpy-1 ) T T2 _\’/nk—) (X%, Y1)

<S (f, 2)+KIZ| , da (Xg-1-V1) & (yi— X, ) <max{x—x,1:1<k<n}=|Z| und

my = my, My = My,

( ) & (

>0 >0

) <K

ot <S (f, Z)+K(g-1) | Z]

Induktin bis g
Die Ungleichung fir Obersummen beweist man analog oder man fihrt
sie durch Ubergang zu -f auf die fir Untersummen zurick mit

n

D AN (%) 100 <x<x} (Xm %) = ), —sup{—F (%) 130 XK} (X Kpen)

k=1

= S (f,2)=-F (-£,2)
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b)Vor:Seien I=[a,b]l, a<b, f:[a,b]l—R, f beschrankt:|f(x)|<K V x€[a,bl],

Z:a=E<E <...<E=b und Z’':a=n<m<...,N,=b 2 Zerlegungen von I,

Aussage: S (Z',£)<5 (Z,£)+(n-1) M-m) | Z' |, M=SUP £ (x), m=10f £ (x)

xel xel

#Bew: ObdA m=0, sonst betrachte g(x)=f(x)-m, x€I
. s — .
# Ik=[§k-1,§k] mit k=1,...,n, M: —Jf[pg( X), S (Z,g)=2 My | Il
xEl —
: . . sup — < S
# I, =[m1-n] mit | =1,...,p, M«:—“g] g(x), S (Z’,g)=Z M, |1,
X<ty 0=l
# I, fest..l.Fall 1,07, = len, n:={let1,....,p}1Z,c1, ¥V k€{1,...,n}}
¥ 2.Fall gel, = les, B:=({lef1,...,p}| &€, Y k€{l,...,n-1}}
# AUB={0,1,...,p} da
¥ tleqr,....,p31 4,1, ¥V k€{1,...,n} oder §€l,) Y k€{1,...,n-1}}=
& tleq1,....,p11 21, oder g.€l,) V k€{1,...,n}}=
# ={0,1,...,p}
i ° EF_:l i EF Er_l En:b:np = [np—l:np]:I;%’ Cly= p= IGA oder
| B '
:\»\ : I,g:p/CIk:> En—l>np—l:> En—lelezp =
g.¢1, | o= les
N
| RSLY
7, ﬂp=b
# Anzahl der Elemente in B, |B|=<n-1 = JS LI;IS(n—l)IZ’I
\
n =, 12=I#$ l,c1, V k€{1,...,n} = /@1|I€|=2§1 I, 1|1, =
- I k
)4
" Lo =X ML =2 M T+ Mﬂlﬂ—Z Z\Mﬂbuz M| T, | <
/=1 PC/\
n \
4 Yy MkZ 7LD T < \
] 1,<I, (eB \
n \
# N M T 4M(n-1)| 2" |=5 (Z,f)+M(n-1)] 2" |, |
k=l \
4 weil M, <M, fir /,cI, und M, <M V le(1,...\,p)
n \\ \ \
_ ' \
# S(Z,£)=) (m|T. |+ o) |7, | N \
k=l S \ \
P \\ \\ \
# D (I, |+ (M, -m+d, |= \ \
=1 \\ \\ \
. , , ~ , . A\
# %A (mIIZ|+(M€—m)|I,,|)+Z\ m|1[ N(M,-m) | 1,\)=
\ \
\ \
# Z ;I (m| 2, |+(M,-n) | I, ) +Z\ (| 73|+ (M, -m) |\\I;|)=
k=l Iy \\\ \
1 , 1 N , \
¥ Zmllk|+22 (M —m|1p|+2 (M, -m) | I, |< \
k=l k= <l \
\
n n , . \
# D m|I+) (Me-m) |7, |+;B (M-m) | Z' |<S (Z, )+ (M-m) (n-1) Z’
k=l k=1 e
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S6.1.4 (3107)
Vor: f(x):I=[a,b]l—= R, a<b, |f(x)|=<K
Aussage: V Folgen von Zerlegungen (Zy)yen mit |Z]en w-‘ CP gilt:

Iim g

k— oo

b
S(Z,H)=[ f(x)dx,~ ff x)dx=lm 5 (Z,, f) ,’

//D6.1.1 g)(3101)Vor f(x):I=[a,bl— R, |f(x)
inf . —

/) T*E( 'T'f ) dx= &2 ez{.s(Z)}//

//86.1.3 b) (3106)

//b)Seien I=[a,bl, a<b, f:[a,b]l—R,

//  Z:a=g,<E<
/) M=2UP g (x),

xe/

.<E,=b und Z’ :a=m<n;<

n=10f £ (%) dann gilt T (Z',¢

xel

//D2.4.277(1508) 1.)Es gilt stets LMy <limy

n— o /I n— o

//82.4.3 Eine beschridnkte Folge (an)CR/|a| <k

. MNy=b 2 Zerlegungen von I,
) <5 ( Z#

i
|<K V xg’I//

/

|
/
|

f beschrankt:|f[x)|<K VY x€[a,b],//

//
1) (M-m) | 2" | //
// I’

v nEI’N ist genau dann

// konvergent, wenn |H|=1, d.h. llm//a =lim anél'?’ e |H|=1 &
n— oo | n— oo
// UB a-Tina-lina, aeR ;! !
b / I |
inf | — S
Bew:Zu beweisen I*=—f' f(x)dx=1 (3 (/é,f j p=lim 5 ¢ Z., ),
alle Z / | k— o |
|

/
/
/

Sei Z, beliebige Zerlegung.

alle

|
/
|

D6.1.1 g)I*=«cs inf {(sZ,£)} = Aué der EJ‘XlStenZI einer Teilfolge wegen
I

I 11111fZ{S (Z,£)} wie folgt, SC/hluIS d@ss alJte Teilfolgen konvergieren
atle / I I
' SO tim S inf —
3 Teilfolge (Z/)len aller Folgen H](TZ) ! }Lrg (’IZZ ) len = 17?12 (S (Z,f)}=1*
/ atlte | alle
== / | |
-~ / | |
56.1.3 b) / | |
/ | I Hdufungswert
= = = ' / | =" _ y
S (Z,, ) sefan S (Zz,f)+(n/’/—1) (M—m) |Zk|||k_>w;ﬁZK|_>0hm S(Z.,f)<S (Z,, 1)
P— { k— oo
63 ]%ng (Z f)<11m S ( glf)zl* = IH/—‘(XL (Zk/f)SI*
— o0 — / P
|
— /72 . : .
Es gilt aber auch /) L;le{E (Z,£))=I1* ¥V ke N = UM 5 (7 f)>1% =
nicht al}e z aile | f— oo
. — _
%S(Zkrf)zvzgm SNZi£) = }:H—m Z., )= ims .z, 6
— oo SENPN / D o
= hm— lim — 3 — e
D245W3@n1);§u) (Zklf) . S (Zy, f)= Taa k{g S (Zy, 1)

Analog fir Untersummen
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Andere Formulierung Bew:
//D2.1.1(1200 Bem: 7.)Sandwhichsatz//

// Seien (x'),(x_ )und (y,) Folgen in R. Dann gilt //
// %}g x:::%ig x_ =x und x_ Sy,sx’ = %}g Vvo=x.//

//82.2.1(1301)//

//Vor:Sei z, konvergent mit z, - z//

//Beh:Jede (.)Teilfolge (z, ) von (z,), (.) Umordnung und (..)triviale
//D6.1.1 g) (3101) Vor: f(x):I=[a,b]l— R, 1£f(x)]|<K//

b

// Lf(x):[ f(x)dx=sup{sS (Z)}, I*f(ij f(x)dx=1inf{s (Z)}

a

// wobei das Supremum bzw Infimum jeweils idber alle Zerlegungen von
// [a,b] gebildet wird.

// Die so definierten Werte I.,I* heiflen das Unter- bzw Oberintegral

// von f Uber [a,b].

//86.1.2(3103)Sei f auf [a,b] beschrankt. Fir beliebige Zerlegungen Z; //
// von [a,b] gilt dann stets S (Z)<s5 (Z) //

//82.2.4(1307) Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente
// Teilfolge//
Bew:Sei: (Z) N beliebige Zerlegungsnullfolge (ZNF),

—
Z beliebige Zerlegung von [a,b] mit p Zwischenpunkten se.1.1

*) S (Z)<S (Z+Z,)<S (Z,)+2pK LZJJO V keN,

D2.1.1Bem7.) D2.1.1Bem7.)
—— ——
Annahme S (Z.,f) = o0o€R Z oa<S (Z+Z)) <o = S (Z+Z,)) —
Koo ko IR Ce S T e
§ _§_ — Ilerrllleunen § — 17¢ /’/’/’
(Z,f) <= (Z+Z,) <I.=¢ qungen (= (Z ) },-¥-KEN =
nur Zy. /,/”’/
7 -
S _ ca—~ sup S
(Z,f) < nicht alle Zerlegungen SalleZerl@gungen{ (Z ) }=I*(f) \vi Z von [a,b] =
S sup S
= (Z,f) SO<I.(f) = alezerlegungen = (7 f)= I,(f)<0o<I.(f) = oa=I.(f)
S (f,Z) kj o=I.(f) fiir beliebige ZNF
s beschrdnkt = | s .
Folge ((Z)) xeN 56.12 s22.4 4 konvergente Teilfolge ((Z7™ )k neN
= lm s (£, (Z, ) en=I.(£) = M s (£, (7)) n=I.(f)

Andere Formulierung Bew:
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//D6.1.1 g) (3102//
// Vor: f(x):I=[a,b]l—» R, |f(x)|<K V x€I/
b b
/) TEG=f f)ax=3P (s 2y, TEeT=E [ fax= 0 52y gy
//86.1.3(3104) Sei |f(x)|<K V x€[a,b] und sei z eine Zerlegung von//
// [a,b] mit N Teilintervallen. Dann gilt fir Jjede Zerlegung //
/1Z={%o, ..., %} S(L)SS (Z+Z)<S (L)+2NK|Z|, s (L)=S (Z+Zz)=S (£)-2NK|Z|//
b
Bew: I.=[ f(x)dx & 2P s(Z)) =
v D6.1.2 alle Z
V €>0 3 Zerlegung Z :1.- $<S(Z,)<I*=§EIZ§(Z)}
Sei N=Zahl der Telllntervalle von Z
]
S6.1.3 = S (Z,)<S (Z/+Zk)<S (Z’5+2N {g |Z,] V k>1
& Zﬂ>s (Z+Z,)>5 (Zk)— 5 1Z,] ¥V k>1 =
/ / S1=K
T.-£-2NK 4 <5 (Z)-2nK si;p (S (Z)}=1.>
vl 50 alle Z
- -ong A <S (Z)<I.=22P (s5(Z)} V k=>1.
20 \a.lleZ\\
I.- £ -2NK _Zj <S (Z)<I. 2 I*SQ\(ZK)SI =
-0 vl K— oo
S(Z) 2 T.= Lix)=lIms 2z,
Far dle Obersummen schlieRt man genau so.
Bsp: //Al.5.7 £) (713) Z k= [”("2”)] //
f:[mb]HR,xHX.
b kb b
Sei (Z)),en: %X0=0, xXi=—,...—, ,n—=xn=b
n n n
b_n k—l 3b b4 n 3_b4 n-1 , —
(Z,, f)= Z inf (£ [xemxd) =2, [Tb] ~ n_kz-: (k-1) —n_4kZ:0 K 5
_ —_— 4 4
_4[”(”—1)] e D7 T.(f)= b~
n 2 4 4
b_ n k 3 b_ 4 n , —
Z SUp Xkl Xk]);_kz_: [;b] ;_n—4 <~ k A].;f.7f')
2 - 4 4 b
-——[££ilkz] n— o = I*(f)= AN f R integrierbar: ‘f>8dx———
n4 2 4 4 0
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S6.1.5(3110) Vor: I=[a,b], a<b, f:I-R, |f(x)|<KeR,, 2 Zerlegungen 2 , Z

Aussage:

S(Z, 1) 75 £ (x)1= | f(x)dx=2"P (s (Z)}<

%/_/D

nicht alleZ €/ sup 3 alle Z
I . — —
N -inf (5 = S&Z.0
: I f (X ﬂ" f dX a\-l;; z { S (Z, f ) } De-7inf nicht alle Z
//D6.1. '1 e) 3100)Bem mk<Mkf> S—(-Z, f)<S Z,£)//

//

b )
Bew: NUJr LEEO= ;[ £ ( dx=§‘jp{§(2)}sz*f(x7=f f(x)dx=mf (= 72y},

alle Z alle Z

zZU bewelsen (kirzer I.f(x)<I*f (x)
. — = lim < lim
Sei (Z.)xen ZNF...|Z | X==0 ¢4 I*E(X)=Kow © (Zy, £), L.f(X)=Kow S Z,f)
alle Z

e S (Zy£)<F (£,Z) ¥V k€N S I.f (x) <I* (£(x)

K— oo

L6.1.1(3110)

//D6.1.1 e) |f(x)|<KeER, V x€la,b]:

// me:=inf{f(x) :x 1<x<x,, k€{1,2,...,n}, §(Z,f)=2 My (Xx—Xy-1)
7 k=l

£),
l

e

// Bem: m<§ <M, => S (Z,f)<S(Z,E, £) <S “1Z,
Vor: Z={xo, «« ., X} Zerj\egung‘\von [a,b],” 1 (x) | <
Zwischenstellen E\\E Koo 1,‘\xk y =&, ...,&},1<k=n
nkE[Xk 1/Xk]r }fz{nlr --/nn}\\r 1<k=n,

" e
o(f, anEn)ZZ £ (&) \Xk 1r X;?Kr o(f, annn)_i‘-\'\ (M) (Xy-1, Xx)

k=1

Aussage: V e>0 d E & n : Z f <o0(Z,E&,, § y+e &
( Z, f) o ( Znﬂ]m 3\ ) —€

# V ¢>0 3 passende & bzw m, und damit passende \n
//81.3.1(501) Vor.:Sei K angeordnet und TcK, T#©, seK/
//Beh:1.) s= 1inf T:< a)s 1st untere Schranke von T und //
// p)V e0 ist s +e keine untere Schranke von T //
// e V teT: t= s und V &0 3 t.€T mit t.<s +&//

—
e
——

Bew: V mele{f(X) :Xk_lﬁxﬁxk} 3 %ke Xk 17 Xk] . mka(Ek) Smk+Z§ =
= - — -a

e —_——— —_ -

p I P _
S (Z,6)=) ~m (xe-x0) <Y FE) (% ~Xi1) ) =S{£7Z, E

k=l k=l —
—
—
—

P ) (Xx—Xy1) =
s k=l -a
7
e p e p
/// kZ_: mk(Xk_Xk—l)"’b_ P kZ_: (%=%y-1) =S (£, Z) +e =
S (£, 2) _6( Z,E)<S (f, Z)+¢, nach gleichem Muster

£, S
s (£, 2)=S8(£,2,8))=5 (£, Z)-

Andere Formulierung:
Sei I=[a,b]l, a<b, f:I-R, |f(x)]|<KeR,V x€l[a,b] (beschrankt) //
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(V e>0 & V2Z) I (E)wen & (M) xen://

S (f, Z)<o(f, Z,E,))<S (f, Z)+e und s (f, Z)=0(f, Z,m.)=5S (f -e//
//D6.1.1 £) (3100) I=[a,b]l, a,beR, £f: I-R, |f(x)|<KeER, V x€[a,bl://
// me:=1inf (£ (Iy) ):L_,nlf f(x)=inf{f (x) :x€Iy}, ke{l,2,...,n}

x€ly
// Untersumme Z my | Iy |= Z My (K= XKg-1)
=l k=1
//Bem: my<M, = S (f, Z)— (fl Z)I
//81.3.1(501) Vor.:Sei K angeordnet und TcK, T#©, seK/
//Beh:1.) s= 1inf T:e «a)s 1st untere Schranke von T und //
// p)V e0 ist s +e keine untere Schranke von T //
// e V ter>t3s_und V e>0 3 t.€T mit t.<s +&//
AN ~N
. 7= = N RS
Bew: Z={xq, ...x,} Zerlegung o \\\ N
V e>0 3 E €%, x]: O<F(E)-inf f\<[xk-1,xl]\>ébg =
~ -a Xp >Xpoq
= f(%k)_inf fO[xk-1rx])) (Xk_Xk—l)Sbf—a (Xx=Xy-1) =
n n e 3
osé (£(E0) -1inf £([xe1, %)) (xk—xk-nsé pa T S e
0= (£(E) (Xe=%4m1) Z inf £ ([Xe1, %)) (Xem%e1) <8 =
R = -
n s T T e = —— ‘/_/__ n
S (f, Z)#ZZ in(f(Ik)) (Xk_xk-;)/#_ﬁ/(f, VAR =#Z f(g ) En —Xko1) #
k=1 7 ///// k=1 me(f(lx)
<S(f, Z)+e "~
analog § (f, Z)=0(£,7,§ (£, Z)-¢
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L6.1.2(3112)

Vor: f: :[!b] —R integrierbar, (Z,) eine ZNF d.h. | Z,] = 0,
a, N n— oo
Folge von Zwischen\stellen E@={g"M, ..., E"}, If(x)|=<K
\
P
(Z, 89, £)=) £(&") x%l %y)

k=1
\

Aussage: lijgo(zn,g(n’,f)=f f(x)dx \\#\noch keine Aussage fur alle Nullfolgen#

AN

AN
//D6.1.1 e) (3100) m="1 £1x), s (£, DY i (ximses) [/

k X1

\
// Mo:=sup (£ (I.))=o2P £ (x)=sup{f(x) : x‘él’k}, jeweils k€{1,2,...,n}//
X1l
// h*) (3100)Falls I*(f)=I.(f), so helﬁt\f tiber [a,b]
// (Riemann) integrierbar. AN
N\ b
// Der gemeinsame Wert wird dann mit I*(f)=L(f)\/=f f (x)dx bezeichnet
//S86.1.4 (3107) //
//Vor: f(x):I=[a,b]— R, a<b,|f(x)|=<K 7

7

Ve
//Aussage: V Folgen von Zerlegungen (Zk)keN/rﬁit | Z| ren :) 0 gilt:

// lim s (z,, f)_j f(x)dx, f f;zé)dx—hm S (Z.,f)
//D2.1.1(1200) Bem: 7.)Vor: ™) /(‘3<' ), (v.) Folgen in R. //
//  Aussage: l}iﬂ X —%}g} X =% und X_ Sy,<x’ = %}g} Va=X.
//
Ve
D6.1.1e) s D6.1.1e)
- // - .
Bew: §(anf) = 0(;{,§(n)’f) = S(anf) &
me <f(EM) 7 My =f(E)
N D6.1.1m" D6.1.1h)
-~/ S . —
f f(x)dx = limgs(f,z) = limg (£, Z) - limg(£,z,,E®™
n— o — — n7® D2.1.1Bem7.) "= ®
a S6.1.4 S6.1.4
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S6.1.6(3113)

a)Wenn fir jede ZNF und jede Wahl von Zwischenpunktvektoren die
zugehdrige Folgé\von Riemannsummen konvergiert, dann ist der Grenzwert
immer der gleiche, also unabhédngig von der Wahl der Zerlegungsfolge

oder der Zwischengunktvektoren.
\

//82.2.1(1301)// \
\

//Vor:Sei z, konvergeng mit z, = z//

n— oo

//Beh:Jede (.)Teilfolgé\(zvn) von (z,), (.) Umordnung und (..)triviale
\
//  Abdnderung ist koRvergent mit z, = z//

n— oo
\

Bew: Seien (Z,) und (irJ 2\zuléssige Zerlegungsfolgen und seien (&)

bzw (én) zugehorige ?@lgen von Zwischenpunktvektoren.
Durch Mischen der Folgén bilden wir 2 weitere Folgen
\
b= E,(n =2k)

() und (=, mit o \={- , =1- :
Z < Z \\ Ly n =2 +1) s Sk(n :2k+1)

Dabei entsteht wieder einé zulassige Zerlegungsfolge

(da %}gl éin|=0) mit zugehérigen Zwischenpunktvektoren, welche beide
\ ~
Ausgangsfolgen als Teilfolgé@ besitzt. Da die zu ( ZZ“) und ( & .)

gehdrigen Riemannsummen konvé{gieren missen, missen also die beiden

Teilfolgen den gleichen Grenzwert besitzen, was zu beweisen war.
\

\

#Andere Formulierung Bew, eigener Veﬁ§uch:

# Vor: ® Z, ist eine ZNF: %}gl Z; |=0V j
LA ]n‘i{g Sj (Z‘jnr%jrf)zcj v j/§j°

# Beh: cy=c V j

#Bew: Seien (Z, ) & (£, ) beliebige Zerlegungen:

# imy(z, )i=c. lim(z, )=0 & 1imy(z, )i=0
# (Zk) keN < Ztl rZu1 14 th /Zu2 7o ZtK /ZuK = ]1131010 | (Zk)|:O z llljg Sk (ZkIEkI f):Ck
# 5321 lims. (z, ,&,f)=c=c, 1iMmS,(Z, ,&, f)=ci=ci=c ¥V u = Beh
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//D6.1.1 h*) I*(f)=I.(f)..f tUber [a,b] R-integrierbar..
b
// I*(f)=I*(f)=J" f (x)dx

b)Vor: ® I=[a,b], a<b, £:\I=R, [f(x)|<K V x€I

\
® @ Fine (die n-te) won allen ZNF: (Z(H))mN mit IZ(M |Ej 0 Vn
\ — 00

(n)

e CiIM=(gM | oo b Zw;schenpunkte einer Zerlegung Z¢” nach e e,

d.h. w)elw) v I—i,. (m, d.h der I— te Zwischenpunkt von pi

Zw1sbhenpunkten einer Zerlegung Z{”
(")

o000 (7 EM £ Z £ ( (”\ ) (ks x 1)

Aussage: f Uber I Riemann- 1ntegr1erbar S

o |

|
® (2%, gﬂ,f)=22 F(EM N(x) - xf\)konvergiert V n
\

|
|
|
. Pi | \b
und es gilt zlcljgz £(EM ):(xﬁn)l—xé’” =f f( (wenn |Z{7 | k:) 0 V n)
IE| | =
# Uberlegungen : |
A Pt [ |
k= ) _ D () 1) .
# O(\zuﬁ’io)’ e £)= 30 ECED (XD D)=
g = | i
70 2 | .
Fol S0 ), ERL =3 FEP (XD -xP )=l o@ersN) (¥ neN)
‘Zk ‘—,(:—x—*o = | ////i\\
Pl 1 1 1 P . I SO N
#lm S E (D) (-0 =M ST () (D) = Y ORED) (X -

(=l |4:1 =
Somit ist der konvergente Wert fur alle Strukturen der
Zerlegungs (Null) folgen glelch Zur Riemannintegrierbarkeit gehdrt
also, dass bei Wahl verschledener Strukturen keine unterschiedlichen
Integralwerte entstehen durfénl.
//D6.1.1 h*) (6100) Falls I*(fj%I*(f), so heiBt f liber [a,b] integrierbar
//D6.1.1 h*) (6100) Falls I*(f%#I*(f), so heiBt f tber [a,b] integrierbar
//S6.1.4 31\17 Vor: f(x):I= [a;b]—> R, a<b, |f(x)|<K//

$= Sk S

//Russage: Y F@lgen von Zerlegwngen (Z) ven Mit |[Z|wen = O gilt://

AN
AN \ b

// Him ngk, = f(x dﬂt—f £ (x)dx=1IM T (Z,, £) //
\ | a |
//# In Beweiskette #{d D6.1. 1}h** nlcht'benutzt#//

//D2.1.1(1200) Bem: 7: QVbr (Xdi),(X ),l(yg) Folgen in R. //

//  Aussage: lim XﬂW_llm }§ _% und x_ 4}%<X' = lim y =% //

n— o ) n— &R n— o
//D6.1.1 ¢) (3101) I: i [a, b}v f: fkéR,auf I’beschrankt Z={Xo, « « ., Xy)
P
eine // //Zerlegung yon I, i #Qx@},xk] k—l, , N, nm—ygf f(x), Mkzggpjfb()//
I

x€1, x€l;,

|
Bew: ,=>“ f iber I Rilkemann- 1nt§gg1erbar {

| \1 N
(n) <f 5(”)' <M(ﬂ) mlt |\ ;n) Lr},tj (\f\( ) , Mﬂ(k) = Sup (f (X) =
I Q/ N xelh) S N xer{"
n n Icn N "
S (Z§ ),f>,'so(z(k), W XS (20, 6) "=
. I . N
)l = | < (2 =

%L%S(Z;c)l,f)ﬁllcl_)rgo:(zgc ,E_,k(’\yf)ﬁllcglls(z\k\’,f) D6.1.1A%, S6.1.4

| \ N
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b b
[ fax=lim sz, [ £(x)dx=lM 5 (Z{”), jeweils ¥V n

b
lim (n) = () = \4
parl 27815 D2.1.1Bem 7)) f E(x)dx ps &

,<V siehe nachste Seite

//L6.1.1(3110)
//Vor: Z={x,,...,x,} Zerlegung von [a,b], beschrdnkt |f(x)|=<K,

// Zwischenstellen &€ [x,;,x:],1<k<p, &:=(&,...,5}
// 77J<E[X}<—11Xk]/—ZSk—<p/ n::{nl/--/np}/
)4 )4
// o(f,Z,85)=) £(&) (x1,%), O(£,Z,m)=D £(N) (Xie1, %)
k=l k=1
//Aussage: Ve0 3§ ¢ n : S (f,Z)<o(f,”Z,5)<S (f,”Z)+¢ &
// S (f,Z)=0(f,Z,n)=>S (f, Z)-¢

//86.1.4 (3107)//
//Vor: f(x):I=[a,b]l—= R, a<b, |f(x)|=<K//

//Bussage: V Folgen von Zerlegungen (Zy)ien mit |Z|wen — 0 gilt://
b
// lgrg S (Z,f)=[ f(x)dx,” f f(x)dx=£ij{i§ (Ze, £)//

//D2.1.1(1200) Bem: 7. )Vor (x*),(x_ ), (v.) Folgen in R. //

//  Aussage: 1M x*=lim y- =y ynd x- <y,<x* = 1iM y=x //

n— o n— o n— o

//D6.1.1(3100) I:=[a,b], f:I>R auf I beschrankt, Z={xq,...,Xy) eine //

//Zerlegung von I, I,:=[Xx1,%X¢] k=1,..,N, mk—Lr’}'ff( ), M=20P £ (x)//
XELy x€1l,

//82.2.1(1301) Vor:Sei =z, konvergent mit z, — z//

n— oo

//Beh:Jede (.)Teilfolge (z, ) von z, ist konvergent mit z, = z//

n— oo

Im Bew wird nur D6.1.1 h*) benutzt (in L6.1.2)

1
“ <Y In L6.1.2 Wahl Z{”€(Z{”)(en mit zugehdrigen EY” und n{” , e=—

k

S (2, 0002080, D5 (20, Dt &
S(Z,f)z0(Z i, £ >z§<Z§:’>,f)—%

1
lim (s (£, Z{”))<lm o(£, Z{”, g7 ))<lim (s (£, Z{”)+ | ) s

*mo
. . 1
Hmos(z e =im ez, o) =lim sz L H- kL F
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Um (o (Zy, gy, 6)=m (s (20, £)) = [ f(x)dx - ns
/

b
Hmo(z e ,6)=1n (s (Z,0) = ff(x)dx Y n (ab jetzt deshalb
n—-ow 56.1.4 Y / a)

n— o

/
-

Index n nicht mehr erforderlich)

p— .
~ Zwischensummenfolge, gebildet aus den Te.

®rechts - 7 T e —m——=—=—T—====
(0(f, Zi, ™) wen und (O(fr_zkjn(k))kGN:

(O(fr ZlIE(l)I (O(fl len(l)lo(fl ZZIE(Z)IO(fI Z2In(2)l . ’IG(fI Zk,E(k), (O(f/ Zkrn(k)) )k
ist nach rechter Seite von ® (siehe oben) konvergent

5;21 Teilfolgen konvergieren zum gleichen Grenzwert d.h.

b b b
J fa=[ f(x)dx=[ £(x)dx 35, £ integrierbar

Damit ist gezeigt, dass D6.1.1 h*) und h**) dquivalent sind.

S6.1.7(3117) Riemannsches Integrabilitdatskriterium

Vor: f:[a,b]—R beschrankt

Aussagen: f integrierbar o
a) f:[a,b]—>R ist genau dann Uber [a,b] integrierbar,

wenn es zu jedem £>0 eine Zerlegung Z. von [a,b] gibt mit
§ (Za) _§ (Zb) <Et.
—

Bew:“"="” f integrierbar =
S56.1.6

V ZNF (Z.)sen: LM (S (£,Z,)-S (f,Z,))=0<& = Beh

n— o«

SN 5 (Z)-S (Zy<E = (1N 2)=1) - (lins 2)=1)<Et =

n— o«

=

b b
I*-1.<£ beliebig klein = [ (fx)dx=I.=f f(x)dx ==

f integrierbar
Andere Formulierung Bew:

Bew:“=” f integrierbar =
S6.1.6

V ZINF (Z)een: S (£,Z)- s (£,2))=[ (fx)dx =

n— o

Hm (5 (£,Z)- s (£,Z,))=0 =
V e>0 d n=n(e): (s (f,Z)- S (f,Z,))<e = Aussage
Al S (frzn)_§ (f/Zn)<€ =

A € 3 Zg_:_f (fX)dX_f (fX)dXS§ (fIZE)_§ (fIZS))<8 =

b

b
I*-I.<¢ beliebig klein = | (fX)dX=I*=j_ f(x)dx S

a

f integrierbar
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)4
b) V e>0 3 Z={x¢, ..., x,}: Y sup{|f(x)-f(y)|x.<x,y<x,}<e
“~

Bew: a)®b): Fir beliebige Z={xq,...,%X,} 1ist
V4
S(Z,£)-S(Z,f)= ) (Me—my) (x-%,1)=

k=1

4 _—
[
kZ: (sup{f (x) | xx1=x=x}-1inf{f (y) [ X1 Sy<xXy}) (Xx—Xy1} siehe™
P
Z (sup{ | £ (%) —£(y) | %1 SX, Y<K} (XK1 )
=1
* Fur beliebige, beschrankte Ac Rgilt:
A1.3.6b) =
a — — _‘-«-‘ sk
sup A-inf A = sup,A+sup(—A) i Te sq$ (A-A) ;36sup{a—a’|a,a’€A}SwW
A1.3.13a) / / 6a) -
7
sup{la a’|: a/a €A} 7 //
/ -
- /

/

//A1.3.13 Es sei K ein/angeofdnéger Ké:pér
//a)Definiere fUr ACK//dle Mé’nge -A:=[- /XEA/
// Zeige:Es ex1st1qﬁt.dnf/A€K'genau dann, wenn sup (-A) €K existiert
// und dann/ 71t 77./nf A=-sup ( A)
//Al1.3.6 Seien A,B/ﬂgglmengen eines gebrdneten Kérpers.
// Definiere, A%YB ﬂa+b aﬁA & bEB}, Alp= {a-b:a€A & bEB}. Nimm an, dass
// fur al/l/e 4 Mengen A,/B A+B,A-B sup und inf existieren. Zeige:
//a)sup (AfB)=sup A#sup 5
//b) sup (A-B) =sup A inf B
** Sei k=sup{as—a.’ la,a’€Ar}, k<sup{a;'-a.la,a’€A}

Tausche Bezeichnungen a,=a.,’ a.,'=a; = ag,a;,’ €A =

k=sup{-astas’ |la,a’€A} = sup{a-a’la,a’€A}= sup{la-a’lla,a’€A}

S6.1.8 (3119)
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Fundamentalabschatzung
Jede iUber [a,b] integrierbare Funktion ist dort beschrankt und es

gilt 3}]}0d& <(b-a)sup{|f(x)|:a<x=<b}.

#Vor: f{;) integrierbar iber [a,b], d.h.

# %_l,{g Sz, ,Ej,f)=cjsg:1.lc und 1imyp 7z =0 V §,& in [a,b]

#Beh: © (b-a)sup{|f(x)|:a<x<b} & ®® |f(x)|<k V x€[a,b]

//86.1.6 b)(3ll3)
//Vor: ® I=[a,b], a<b, f: I- R, |f(x)|<K V x€I

// ®® Eine von allen ZNF: (Z¢”)ien mit |Z¢7 IE? 0 Vn
// oo o Egy):{gf”,m§Xi} Zwischenpunkte einer Zerlegung Z{” nach e e,
d.h.
// mel™ v |—l Py, d.h der |- te Zwischenpunkt von p,
// Zwischenpunkten einer Zerlegung Z{”
Py
// e000 5(Z,EM,E)=) £(&") (R, x1)
=
//Aussage:
// f {ber I Riemann-integrierbar <
pﬂk
// (2,5, f =Z £(EM) (x) -x" )konvergiert V n
/=
Py b
// und es gilt lnn,Z: Y (X =Xy = f f(x)dx, wenn |Z{" |£j 0

a

//D3.1.1 (1600)//

//(..)Eine unendliche Reilhe 25 z, heiBBt konvergent: <//
v=0

// = %}g—SH=SEK. Dann schreibt man auch S=;S zv.//

v=0

//81.3.1 (501)Vor.:K angeordnet TCK, T#©@, SEK//

// 1.)y = supT: < a)', ist obere Schranke von T und//
// p)V e0 ist ;—f keine obere Schranke von T//

// e V teT: t<; und V >0 J t.€T mit t>'y -&//

#Bew:® Beriicksichtigung |f(x)|<K erst in ® @

# jf(x)dx =| lim ,72 EM) (X - x| <
Py
# |sup{ | f(x) | :asx<b}*lim | (x,=%4-1) |=(b-a)sup{|f(x)|:a<x<b}.
# oder -
# | S(Zy, &, ) |=|k§1 £(Ex) (X=%p1) Slw_“ | Z sup{f (&) :a< (&) <b} (x=x,1) | <
# | sup{f (&) :a< (§) <b} || ( Z ~%y) | =

k=1
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i | sup{f (§) :a< (&) =<b}| (b-a) V E&[a,b]l, NeN

- lim — "
# i Zierber 120 | S (L, E) | e | f f(x)dx|<(b-a) |sup{f (&) ::a< (&) <b}|

@ 0 #Widerspruchsbeweis mit Annahme f (x) unbeschrankt:

Sei jetzt f auf [a,b] nach oben unbeschridnkt und sei Z, eine ZNF.

Fir jedes n ist dann f in mindestens einem Teilintervall von Z, nach
oben unbeschrankt und deshalb kann man in einem solchen
Teilintervall den Zwischenpunkt so wahlen, dass die zugehdrige
Riemannsumme >n ausfallt,d.h. Riemannsummen konvergieren nicht.
Deshalb kann f nicht integrierbar sein. Durch Ubergang zu —-f folgt,

dass auch nach unten unbeschrankte Funktionen nicht integrierbar
sind.

. . . . o(xe 0
A6.1.1 Zeige: die sog Dirichletsche Sprungfunktion f (x)=
1(x & Q)

ist Uber [a,b] nicht integrierbar.

A6.1.2 Zeige:Eine konstante Funktion ist lber jedes abgeschlossene
Intervall integrierbar. Finde den Wert des Integrals
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