6.2(3200) Integrierbarkeit wvon Funktionen

$6.2.1(3200) f:I=[a,b]— R, a<b, ® stetig oder ® ® monoton ist
Riemann-integrierbar

//D4.3.1(2400) Stetigkeit//

//Sei DcR. Dann heiBt f: D—R, stetig im Punkt x,ED:e //
//V E>0 F 8>0:f(x)€EUE (f(x,)) V xEDNUs(x,)//

J/x**(Ve>0 F 0>0 mit | f(x)-f(xy)|<e V xED mit |x-x,1<06).//
//f heiBt stetig auf AcD:e f ist in jedem x,EA stetig.//

//Bem:Ist x,EDND’, so ist f stetig in x, < I limf(x)=f(x0).//
X X

//D4.4.5 (2562)GleichmidBige Stetigkeit//
//Sei McR oder McC. f:M—C heiBt gleichmdBig stetig auf M:< //
//Ve>0 F 6=6.>0 mit |f(z,)- f(z,)|<e V z,,z,€EM, |z,-2,|<0://
//Bem:f:M— C ist gleichmdBig stetig auf M < Ve>0 T 6=06(g)>0//
// (0 unabhdngig von z€M) mit: V z,eM, V z€MNUs(z,) gilt//
/) £(z) €U (z0) .//
//S4.4.8(2563)GleichmdBige Stetigkeit//
//Vor:Sei McR oder McC und M kompakt, f:M—C stetig auf M.//
//Beh:f ist gleichmdBig stetig auf M.//
//84.4.9(2565)//
//Vor:McR oder McC & M beschrdnkt, f:M— CgleichmdBig stetig auf M.//
//Beh:f (M) ist beschrdnkt, d.h. |f| ist auf M beschridnkt//
// Zusatz: f 14Bt sich eindeutig stetig und gleichmdBig stetig von M//
// auf ™ (kompakt) fortsetzen. Damit ist f auf M beschrdnkt.//

=
//Bem: (.)StetigkeitricnitgleichmdBige Stetigkeit//
// (f(x)=1/x auf (0,1), 6. hdngt von x, ab)//

// (..)Falls I kompakt und stetigS§ZSfYI) kompakt, also beschrdnkt//

Bew: ® f stetig auf [a,b] & [a,b] ist kompakt ==

S54.4.8

f glelc@maﬁlg stetig auf klb] = f([a,b]) ist beschrankt =

- beschrankt S$4.4.9
V e>0 3 6>O |f(X1)— (x 2)|<€, falls |x,-x,|<0.

—
// _—
—_
—

Sei Z1<8 » M m<e ¥ k=1,.,N = §(Z)-S (Z)<E& 2 (xexen)=e(b-a) 2
k=1

f integrierbar.
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o0 Sei f monoton wachsend (fallend entsprechender Bew),

2M
d.h. f(a)<f(x)<f(b), x€(a,b), eeR,, M:=f(b)-f(a), n>
e(b- a)
Konstruktion Z wie folgt:
Orientierungsskizze
f (b) A
f(sy)+M/n
M=f (b)-f (a)
f(a)+ ()J+Irit A
f (x) |
£ (s5) < M/n
\ |
£(a)+]3 v
n
f(a) \vl
a tj S5y X tJ‘Jr b
) M .
a=to, «...,tn, tw¢:=sup{x€[tj,b]|f(x)$f(a)+(j+l)—;—} V je{0,..,n-1}
. £ .
sm....,sn::%:=m1n{t5+§;52;;,tw¢} V je{0,..,n-1}
. M
tia:=sup{x€[ty,b] |£(x) <f(a)+(J+1) ——} = x,,€[t;,b] = X, >t;= t,
c=min{t;+—0r €lt,,b] £ (x)<f(a)+(3+1) X e
Ss:=min{t; m,sup{x [ty, o] [f(x)=<f(a)+(] )7}} ///////
, € AGG/A[
1. Fall sy:=min{ty+———,sup{x€[ty,b] £ (x)=<f(a)rA7+]l) — }}=
2*M *n - n
M R
Sup{XE[tj,b] |f(X)Sf(a)+(j+l) 7} /:>’/»tj+1/25j
. £ //Cc:/// . M
2. Fall s;:=min{tst———, sup{x€E LB E (x) <f(a) + (§+1) ==} }=
2% M *n ;;;9 n
>0 o
< ‘</,%/,
Ct ey T BSSSta
>0
= Damit gllt ® a=t0SSOSt1S81St2S...Stn=b &



Vie{0,..,n-1}, Vxe[sj,tﬂl): f(sj)Sf(x)Sf(sj)+A£- (® siehe weiter

/ / - n
/ / Pid unten)
Orientierungsskizze // // ///
/ / //
/ /e
II {
t{b) 1) A
L/
/// //
// / /
f(sy)+tM/n I
/
I
/ / M
. | N /
f(a)+ (g+Iy /, // /|\
/
f(x) ;
tisy) <<ii M/n
\ |
.M \\\\\\\\\\
f(a)+] \V4
n
f(a) \vl
a tj Sy X tj+ b

it ergibt Z von [a,b] =

[
mehrfach auftretende Elemente streichen

S(Z,f)-8S(Z,f) &=

S
n-1
( ( sup{f(x)Ix€[ts,sy) }-inf{f(x) [x€[sy,t5} )*(s5-t5) )
Jj=0
+ (sup{f(x) [x€[s5, t5n) }-inf{f (x) | x€[s5,t51}) (tj+l_sj)) “;S
n-1 M M
,-Zzo (M¥ (85=t5) + 7 (£50-55) ) Sn*Mm-k? (b-a) s%

Riemann-integrierbar auf [a,Db]

+= =

£
2

* siehe nachste Seite
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* (sup{f (x) |XE€[ts, s;) }—inf{f (x) |xE€[s;, ts})) <M V 7

. M .
(sup{f (x) [x€[sy,ty1) }-inf{f (x) Ixe[sj,tj+1})s7 V3
\\\ Orientierungsskizze
~ |
\\ |
\\ |
£ (b) N ; A
N
\\ ,
~ |
\\ |
\\l
\|\
[N
sup{f (x) |x€[s;,ty:1) } NN M
| N
| N\
| |
|
inf{f(x) |x€[s:, ti0}) ' M/n
f(a)+] \V4
v
a tj Sj X tj+ b
0, x¢& O . . . .
Bsp: ® f:[0,1]1- R, f(x):= LxeO ' Beh: f ist nicht integrierbar.

//D6.1.1(3100) I=[a,b], a,beER, f: I-R.
//e) |f(x)|<KER, V x€[a,b]:

// mk:=inf(f(Ik))=%ff(x)=inf{f(x):x€Ik},

//  My:i=sup(f(I.))=o9P f(x)=sup{f(x):xEI,}, jeweils k€{1,2,...,n}

xE1l

// Untersumme §(Z,f):2 mk|Ik|:Z My (Xx=Xx-1)
k=l k=l

// Obersumme §(Z,f)=2 MkIIk|=Z M, (X=Xx_1)
k=1 k=1
Bew: Z beliebige Zerlegung von [0,1] = m=0, M=1, k=1,2,...,n =
~S (£,2)=0, s (f,2)=1 VZ = I.=0, I*=1 = I.#I*

~
~

®e £:-[0,1]oR fx)=x = f stetig =2 fER(I).

~
~

iji, OSjSk, Zkz(XO,Xl,\.\.\,XRs)J\kEN.
. Tt~ k
S/(‘k) :=xj=i (rechter Intervallendpunkt wvon I;imz f(§1(‘k)) (X3=X5-1) ) =
=R
. 1
7. E® _i' (k) (< 7 / _Zk' J % - -
o(Z,8%,f)= (&) (x5-%x52)=(S (£, Zy)) da’f = = k =
Jj=l J= Linge T;;Z int evall
1 & . 1 k(k+D) . 1 K2+k 1 1. ., 1 ! : 1
— = (BRET Uy == (1+— - = xdx=limg (f,7,, E0)=—
k2£ T (e Ty () 25 J Mmoo (£, 2,89 =5
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S6.2.2 (3204)

Vor: f,g€R(I)

Aussagen:

® Sind f und g Uber [a,b] inte%rierbar, so gilt dasselbe auch fiur fg.

I\
//86.1.8 (3102) Jede liber [a, bﬂ\integrierbare Funktion ist dort
b /IN
//beschrédnkt und es gilt ff(x?dx
AN ”/I\
//81.2. 1(4069 Vor: K sei angqoﬁdn?ber Kérper und a,beK//
//  Beh: 6. )Pafb|<|a|+|b| ﬂqulacR§unglelchung)//

<b-a)sup{|f(x)|:ax<x=<b}.

//D6.1.1(3100) > | l \
//h*) Falls I*(f)QLJf), so/hqlﬁt f uper [a,b] (Riemann)integrierbar.
// Schreibweise: R([a, b]) tE{f: ] \a by - RI|f R—integrierbar}
AN \ \
// Der gemeinsame Wertdﬁlﬂd danﬂ mlt I*(f)= f f(x)dx Dbezeichnet
|
I\
\
// und heiflt bestlmmte% Yélemannr)lnbegral von f uber [a,b]
Bew: f,g integrierbar SE%S ﬂ KE?% \g(x)hSK V x€[a,b] =
1 /
N /
lf(x)g(x)-f(y)g (y)l—lﬁ( x) g (x) +E& g(y);f(x)g(Y)—f(y)g(y)| 515?6)
AN Vs . .
l£(x) 1 1g(x)=-g(y )y+|g(y)||f( )—f(yfkéK(lg(x)—g(y)|+|f(x)—f(y)|).
Ist Z eine beliebige Zerlegung und
f(x)=5¢ fly)=s) bZW,’g( X)=Sqr 9(y)=Sg4 £(X)g(X)=S:0 ,» £(y)g(y)=S

Far die zugehorﬂgen Uhter- und Obersummen von f bzw g, bzw fg =

=
—
D6.1.1h%)

S-S <k (5% S8y 5.5, 20 Beh.

=0
® @ Zusitzliche Vorn: «,peR.
!

Aussage: Oof+PgE€ER(I) und j (ocf(x)+[3g(x))dx=ocf (f(x)dxﬂjf g (x))dx

//81.2.1(406) Vor: K sei angeordneter Kérper und a,beK

// Beh: 6.)|a+b|<|al+|b| (Dreiecksungleichung)

//86.1.7(3116) Riemannsches Integrabilitdtskriterium

// Eine beschrdnkte Funktion f:[a,b]—R ist genau dann tiber [a,b]

// integrierbar, wenn es zu jedem € >0 eine Zerlegung Z von [a,b] gibt
//  mit O(Z)-U(Z)<E .

Bew: h:=af+pg, &0, x,x'€I =

® h(x)-h(x’')|= |a(f(x)-£(x") |+ PB(g(x)-g(x") |
= Jal [£(x)-f(x’) [+ Blg(x)-g(x') |
S1.2.1

Z von I, £(x)=5(£,f), £(x'=S(Z4,f), g(x)=(5(£,9), 9g(x")=8(Z,9 =

5Zn-s Zm=Y (ZRPmhy S

k=l Ik

ol (S (Z,£)-S (Z,£))+IPlI (S (Z,9)-S (Z,9)
12,2,:(s (Z,5)-S (Zl,f))Sm und
£

(s (Z:9) -5 (Zz,g))Sm
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— & £
Wihle Z=Z,8Z,=> S (h,Z)-S (h,Z)<|a] 2(1+|a|+|[3’|)+|B| TP

£ =
— +
5 852&7(af Pg) €ER(TI)

&
=+

2
b

® 0@ IAussage: f(x)=<g(x) V x€I = f f(x)dxsf g (x)dx

//L6.1.2//
//Vor: 4{b]—>R integrierbar, (Z,) eine Folge von Zerlegungen mit | Z,| == 0.
// Folge von Zwischenstellen (E,).={&,...,&}, 1f(x)]|=<K
// O (£, Zo, (E) =2 (5 (%0, %)
k=1
//Aussage: hnlc £,2,,8)= f f(
Bew: Sei ZNF (Z,), und |Z.,| == 0
)4 P
0(Zy,E™, £)= () (e, %) < 9 (8 (Xior, %) Zoy E
k=1 k=l

b

b
[ fxax = lime(f,z,8m)<limg(g, Z,8™) = [ g(x)dx
L6.1.2 "7 n— e L£6.12 ¢

a

o000 | f| tUber [a,b] integrierbar
Bew: Fir g(x)=|f(x)]| folgt aus dem obigem ® ® ® die Integrierbarkeit

von |f] und

XEEXK. |f f(x)dxlﬁf | £ (x) |dx.

Bew: f(x)=<|f(x)| V x€I, -f(x)<|f(x)| V x€I T
J Eeoax T [ 160 ldx, - [ fx)de= [ (-f(x))dx T [ 1£(x)|dx =

b b
|f f(x)dxlsf | £ (x) |dx

a
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//Lipschitzbedingung £ auf D: 3 LeER,:|f (xy)-f(x1) | <L|xe-%:| V x,,x.€D//

S6.2.3(3206)

a)Sei f:[a,b]—AcR Uuber [a,b] integrierbar und es gelte fur
g:2—> R eine Lipschitzbedingung auf A. Dann ist gO f iber [a,Db]
integrierbar.

//86.1.7(3117) Riemannsches Integrabilitdtskriterium

//a) Eine beschrankte Funktion f:[a,b]—R ist genau dann iber [a,Db]
// integrierbar, wenn es zu jedem € >0 eine Zerlegung Z von [a,b]
// mit O(Z)-U(Z)<E .

//b)Vor: f:[a,b]—R beschrankt

)4
// Bussage: V e>0 I Z={xq, ..., x,}: Y sup{|f(x)-f(y)| % 1<%, y<x,}<e
k=1

Bew: |g(§)-g(m) I<LIE-m| VYV E,nef(la,bl)
E
Zu " 3 Z;iz{xw...,xp} von [a,bl:
p < P
2 Sup I £ 00 = (y) [0 Sx ySxd () (5 o =
3 <
su f(x))-g(f X1 <X, V<X Xy— Xy -
kZ:: PUGIE)) =g (E(¥)) [ xamx, v (amRa) | o eromiaire- roi
P
L sup{ | £(x) £ (y) | 1 x 1<%, y<Xy} (K= Xyo1) <€ 5}25 go f integrierbar

k=1
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S6.2.4(3207)
(.) (beschréankte) f:[a,b]— R Riemann integrierbar =
f: [a’,b’']1m R mit [a’,b’']c[a,b] Rieméhn integrierbar
d.h. £ Uber [a,c] und dber [c,b] Riemanﬁ\integrierbar

c b\
(..)Fir c€(a gilt: f £(x)dx= [ £(x)dx+ [ £(x) dx
a o} \

\
\

//82.2.5(1307) N

//(x,) n€ R konvergent < V >0 3 n;(¢)EeN:|x,-x,|<¢ V\ ,m=>n; (€) .

\
\

#Bew: Seien Z.€Z(a,b) Zerlegungen von [a,b] mit \
\ b
# |Z,] == 0 und Sz, (f) zugehdrige Riemannsummen: Sz, (£f)'>" f | £ (x) |dx.
# (.)Zu beweisen: f Uber [a’,b’] integrierbar:
# 0.B.d.A Annahme a’,b’ sind Teilungspunkte von Z,.
# 2 beliebige Zerlegungsfolgen in Z(a’,b’):
# ZWett e 20 mit S8 M @? (f)  und
# 22ttt 7 natt T2 0 mit 8§ L @xka (f)
# Seien Z,,. € Z(a,b) mit Teilungspunkten aus [a,a’]U[b’,b] mit
# gleichen & Werten in den Teilungsintervallen, d.h. gleichen
# Funktionswerten
# 7 =@ L p ) €Z(a, D), | P01 20, mit S Mned (£)
A n [ee]
. A - .
& 7 = (2PN A 2, p ) €Z(a, D) | PN 20 mit Sp@xeb (f)
= SSsso
N o~ Io-—
# |Szm”w'ﬁ)—szgmw'ﬁflETSEmM$Tﬂ‘§é9$ﬁ(fH:7(3$
# *Im rechten Betrag verschwinden Bleiche £ (E) (xx—%Xy1)
# mit x,x-1€[a,a’]U[b’,b]
# V Folgen Sz zu Z €Z(a',b") gilt: S~ sind Cauchyfolgen s§25
# Sz; konvergieren gegen denselben Grenzwert Lzz]
# f tUber [a’,b’] integrierbar.
# (..) c€(a,b) ;2 f dber [a,c] ' [c,b] integrierbar.
# V Paare S_,u (f) uber [a,c]l, S,o (f) tUber [c,b]:
# S_ o (£) und S, (f) zu Sz(f) Uber [a,b] kombinierbar =
b
# £ det [ £ dx= M S 0 () + M s L (e)= ¢ M08 0 (£)+ S e (£))=
1 b
m
¥ 5o Sz (£ f £

Andere Formulierung
Fir a<c<b ist eine Funktion f genau dann tber [a,b] integrierbar,
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wenn sie sowohl iber [a,c] als auch Uber [c,b] integrierbar ist und
b c b
dann gilt f f(x)dx=f f(x)dx+j f(x)dx.

//86.1.3(3104) Sei |f(x)|<K V x€[a,b] und sei z eine Zerlegung von//
// la,b] mit N Teilintervallen. Dann gilt fiir jede Zerlegung //
//Z={%0, ..., X} S(Z)<S (Z+Z)<S (Z)+2NK|Z|, S (L)=S (Z+Z)=5 (Z)-2NK|
Z\//

//86.1.7 (3117)Riemannsches Integrabilitdtskriterium//

// Eine beschrédnkte Funktion f:[a,b]—R ist genau dann iber //

// [a,b] integrierbar, wenn es zu Jjedem &€ >0 eine Zerlegung //

// Z von [a,b] gibt mit S (Z)-S (Z)<& .//

Bew:Aus S6.1.3 folgt, dass bei Verfeinerung einer Zerlegung die
Untersummen nicht abnehmen bzw Obersummen nicht zunehmen koénnen.
Daraus ergibt sich, dass wir oBdA nur Zerlegungen betrachten koénnen,
die c als Teilpunkt enthalten. Damit folgt die Beh mit S6.1.7

Bem:

® Sei f idber [a,b] integrierbar und seien xq,x:€[a,b]. Ist x¢<x;, SO

folgt aus dem vorstehenden Satz die Integrierbarkeit von f Uber
[X0,%x1]. Es ist idblich
Xo

X0 Xy
ff(x)dxz— f f (x)dx, ff(x)dsz zu setzen. Mit diesen

Vereinbarungen folgt dann fir beliebige x,,x:,x,€[a,b] aus
obigem Satz ff(x)dx+f f(x)dx=f f(x)dx.

Xo 1 x0

@@ riir a<b setzen wir J‘ f (x)dx=0 und f f(x)dx:z—f f (x)dx
a b

Dann gilt (6.2.4) flur beliebige a,b,c€eR.
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S6.2.5(3209) Mittelwertsatz der Integralrechnung
Vor: f:[a,b]—> Rstetig und integriebar

b
Aussage: 1 E€[a,b]: f f(x)dx=f (§) (b-a)

//S4.4.7(2560) Globale Extrema//

//Vor: McR oder McC & M kompakt, f:M— R stetig auf M.//
//Beh:d ITZE-Mnf(Z):min f (M) ER und 3 HZEMX f(z)=max £(M)eER, d.h.//
// g z,,z,EM mit f(z;)<f(z)<f(z,) V zeM.//

//S4.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)

//Vor:Sei IcCR ein Intervall, f:I-R stetig auf I, a,b€I, a<b.
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€la,b] mit f(x)=y.

Bew: S4.4.7 = m:=gljnf(x)=f(x1), M:=MaX £ (v)=F (x,)

x€l x€l
b b b 1 b
= m<f(x)<M VY x€I 5F [ mdx< [ f(x)dx< [ Mdx = m<-— - [ £(x)dx=M

1 ° 1 °
f(xl)sb_a! f(x)dxsf(xgsz_l J Eela,b], x<E<x,: f(§)=sb_aaf f (x)dx

= Aussage
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S6.2.6(3209) Sei f Uber [a,b] integrierbar und sei x,€[a,b] sowie
F(x)= f f(t)dt V x€[a,b].

Dann erfillt F eine Lipschitzbedingung auf [a,b] und ist
insbesondere dort stetig.

//D4.3.17 (2400)

//Wir sagen, daB f auf D einer Lipschitzbedingung geniigt,falls eine //
//Konstante LER, existiert, sodaB |f(x,)-f(x;)| <L|xo-x:| //

//V x,,%,ED.

//86.1.8 (3119)//

//a) Fundamentalabschdtzung//

// Jede ilber [a,b] integrierbare Funktion ist dort beschrdnkt und es

// gilt | f f(x)dx| <(b-a)sup{|f(x)|:a<x=<b}.//

//86.2.4(3206)
//Bem: Sei f iiber [a,b] integrierbar und seien x,,x;€E[a,b]. Ist Xy<x;, SO
// folgt aus dem vorstehenden Satz die Integrabilitdt von f lber

// [X0,x:]. Es 1st Ublich

// f f(x)dx:—X} f(x)dx,

1

f f(x)dx=0 zu setzen

//D4.3.1(2400)Bsp: Weiter folgt aus der Giiltigkeit einer
//Lipschitzbedingung immer die Stetigkeit auf D.

X

Bew:Fur x;,xX:€[a,b],0.B.d.A x,<x,: F(xl)—F(xﬁzzf f(t)dt - f f(t)dt
Xo xo

— 0 Xp X5 _ x, -
- f(t)dt - f(t)dt =- f(t)dt f(t)dt a
56.2-.H4Bem J' ( ) f ( ) f ( ) S6.2\‘.H4Bem J' ( ) S6.1.2
X X0 X X3
|xi=x2| sup{|f(t)|: xi <X <X}=<[|x:1-%X,| sup{|f(t)|:a<x=<b}=L*[x;-x,| mit

=
—
DA4.3.1Bsp

L=supa, | £(t) | F(x) stetig

A6.2.1 Finde den Zusammenhang zwischen den Obersummen von f und
den Untersummen von -f.
Tip: sup=-inf

A6.2.2 Finde Ober- und Unterintegral der Dirichletschen

Sprungfunktion
PRIDVPVIVDIVIVIIVVIVD?IVTD

Tip: Oberintegral immer0O, Unterintegral immer 1...nicht integrierbar
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A6.2.3 Sei f iber [a,b] integrierbar und sei g(x)=f(x) bis auf
endlich viele x€[a,b]. Zeige, dass auch g lber [a,b]
b b
integrierbar ist und dass .[ f(x)dx=‘[ g(x)dx.
//86.1.8 (3119)f tUber [a,b] integrierbar ist dort beschrankt //
Los:

. Xneue Def
H T
%,

f integrierbar = auch im Interkall [x,-9,x,+0]integrierbar

x5 - O Xy +0

b b
I=f f(x)dx= f f(x)dx+ f(x)dx+ f f (x)dx=
a a -9

X Xy +90
%y - d xo 0 b 56,18
‘[ g (x)dx+ f(x)dx+ .f g(x)dx. # hier |g(x)|=|f(x) | \W§ K #
a X - 0 ®o +0 f integrierb
xo +0 xo +0

-e<K20< | g(x)ds=< f g(x)dx<K280<e falls 8<e/2K =
x5 - 0 )

b b
|I_Tf g(x)dx|<g, II:ﬂ[ g(x)dx|<e. Abandern an einer Stelle andert

nichts, d. h. (Induktion)auch an mehr Stellen andert nichts.

A6.2.4 Sei f {ber [a,b] integrierbar. Zeige die Integrierbarkeit
von f*,f  mit f'(x)=max{f(x),0}, f (x)=max{-f(x),0} V x€[a,b].

//86.1.7(3117) Riemannsches Integrabilitdtskriterium
//a) Eine beschrankte Funktion f:[a,b]—R ist genau dann iber [a,Db]
// integrierbar, wenn es zu jedem € >0 eine Zerlegung Z von [a,b] gibt

// mit O(Z)-U(Z)<E .

Lés: V 2€Z(a,b): 0 = (S,(f)-S,(f)) =(S,(f)-S,(f)) = ¢ bzw
o>U *® fint egrb
0 = (S.(f)=S,(f)) S(5.()-S,(f)) T ¢
o>U * fintegrb
—~ f',f integrierbar =
S6.1.7
f'+f=|f|, £'-f=£f, £=1/2(|f|+f)...|f] integrierbar
# Uberlegungsskizze: O>U & 0-U=0 in Teilen f'=0...kein Beitrag zu O-U#
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A6.2.5 Zeige, dass stickweise stetige Funktionen immer integrierbar
sind.

Los: hier umdefinieren, sodass
sie stetig ist

...Integral bleibt gleich

//86.2.6(3209) Sei f Uber [a,b] integrierbar und sei x,€[a,b] sowie
// F(x)=jf(t)dt V x€[a,b].

// Dann erfiillt F eine Lipschitzbedingung auf [a,b] und ist

// insbesondere dort stetig.

A6.2.6 Gib ein Bsp einer Uber [a,b] integrierbaren Funktion f, fir
welche die in $S6.2.6 definierte Funktion F nicht auf [a,b]
differenzierbar ist.

#IF|# F(x)=ff(t)dt

+1 f(t)

A6.2.7 Berechne ‘fxzdx mit Hilfe des Ober- und Unterintegrals
0

fir eine zuladssige Zerlegungsfolge (Z,).

Hinweis:}f k2?2=n(n+1) (2n+1) /6
k=1
16s:(2Z,)) :Z,={0,1/2,2/n...n/n}

1

[xax=lins (Zn), s(Zn)=Y inf(f(x), 1 <x <X (k/n- 0
0] =

— n n n

):

n

PR NTSYED M SE R S PAL) W SRR AL CLAR VR
2 n k=1

k=1 n k=l n 6 nme
1 . . ] .
Trrax=ling ), §@Z)=Y S 1= 1/n) k-

0 =1 n?n x=1

nn +1) @n - 1):j 1/3 (n—ow)

6n3 n— oo

1
X x?® stetig = ist integrierbar, .fx2dx=l/3
0]
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