6.3(3300) Hauptsatze der Differenzial- und Integralrechnung
Weitere Formulierungen Seite 3003, vorab hier zum besseren Verstehen von D6.3.1
S6.3.1 (3300)Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

a)Vor: (.) F: [a,b]— R differenzierbar auf [a,Db]
(..) F’ stetig auf [a/b]

/
Aussage: J‘F )dx=F (b) -F fa)=: [F(x) ] =:F(x) | |

//D6.1.1(3100) I=[a,b], ?‘{/,bER, f: I— R.

//a) Z={xy,...xy} mit a=x,<x;<....<xy=b heiBt Zerlegung von I in

//  Teilintervalle I.:#[xy.,x.] fiir k={1,...,N}.

// |Z|=max{|Ik|:Z<k<W], | Ix| :=xx;—-x, heiBt Feinheit der Zerlegung Z
//b) Eine Folge (Z,)., Von Zerlegungen heillt Zerlegungsnullfolge

// (ZNF),falls llm|z |=0 gilt.

Bew: ® (Z.)nen, Zo= {a X, o xP oy, Limyz =g

n— o

//85.1.2(2705) IsU eine Funktlon f:7-» R in einem Punkt x,
//dlfferen21erbaqf so ist sie dort auch stetig.
//S4.4.8(2565) Glelchmaﬁlge Stetigkeit von f

//Vor: Sei McR Dder McC und M kompakt, f:M—-C stetig auf M.
//Beh:f ist glglchmaﬁlg stetig auf M.

//S4.4.10(256§0

//Ist £:I-R gleichmadRig stetig auf I, so ist f stetig auf I

// Bew:Aus ¢4.4.3 glm Stetigkeit (x’... €... 0)
//Bem:(..)Félls I kompakt und stetigS§z7:f(I) kompakt, also beschrankt
// S’_SA;‘I.Z Si‘;.S
LI Vo;«.)hig F stetig auf [a,b] =
N @ diffb \ [a,b] kompakt
N
F gleléhTaﬁlg s?etlg auf [a,Db] 544iﬂkchF beschrankt d.h.
N \
n n = o0 = OO n n
F(X>SCER+\V\XE[?'b] - F(x£)>_(F(x;)>@EE‘MWEEfZ;Mn v xi),x})
ela,b] AN \
AN (wichtig fiir (e @ @)
// D0.2.3(105) 1.) {f V x€X: d genau ein (3J;) yE€EY mit (x,y)Ef
eee In (F(x")- <<’ \{ F(x{™ ) =-F(x{"))+(F(x,)-F(x{",))... beachte
F(x") HF( gﬁ)—<F<x$)) “F (X)) .. .=0
weil F(x™) e1qdeut1§\ éﬂ F Funktion ist.
\ \D0.2.3
(@), (00) = \ AN

//81.7.1(901) m<neN und\KoeffiziénFen a,e€C, m<k=<n.

AN
// Z (ax—axs1) = (@n—ams) + (@ni—ans2) + .\(@n An+1) T@n~an+1
k=m,n=m \ w2 4o 1man) T2
___________ qo—-— N
_____ - \ X" N x
®eeee (b -F(a) = (F(x{”)-F(lo )H(F(xy(f))—F(xf”)))Jr e e
S1.7.1 \ - . -
\
(n) .
pK-l ; \\ \\
N
Pk .
— F( (n)) FQX(”) ) .

=
// 85.2.3(2803) (Mlttelwertsatz der Differentialrechnung)
// Vor:a<b, f:[a,b]oR sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)
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fb) - f@

// Beh: I mindestens ein EE(a,b) mit =f' (§) ..f(b)-f(a)=£f" (§) (b-

b- a
a)
Pk Vor().** pg
0000 (b -F(a) = F(x™)-F(x™) = Z ) (x-x) mit
S1.7.1 =l 5;2

el X

//86.2.1(3205) f:I=[a,b]— R, a<b, ® stetig oder ® ® monoton ist

// Riemann-integrierbar
S’_6A_.‘2.l

00000 or (..)F' stetig auf [a,Db] = F/ R-integrierbar)
*@p'stetig

//S4.4.9(2565)//

//Vor:McR oder McC & M beschrdnkt, f:M— CgleichmdBig stetig auf M.//
//Beh:f (M) ist beschrdnkt, d.h. |f| ist auf M beschrdnkt//

// Zusatz: f 14Bt sich eindeutig stetig und gleichmdfBig stetig von M//
// auf ™M (kompakt) fortsetzen. Damit ist f auf M beschrdnkt.//

//Bem: (..)Falls I kompakt und stetigs§28.f(I) kompakt, also beschrdnkt//
//b)Vor: ® I=[a,b], a<b, f: I- R, |f(x)|<K V x€I

// ®e® Fine (die n-te) von alleém ZNF: (Z¢” ) wen mit |Z97 |:7 0 Vn
= - ) Zwischenpunkte einer Zerlegun nac
/) eee gm=gn, EL) henpunk legung Z{” nach @
, d.h.
/) e rm oy |_1 (n) |- .
¢ ¢ =1,.Pr , d.h der te Zwischenpunkt von px
// Zwischenpunkten einer Zerlegung Z{”
(n)
Py
/) e ee g(ZW E, )= £(5") (xl,x])
=
//Aussage:
// f {iber I Riemann-integrierbar <
(”)
// (S(Z;m (”) 25 f( (m O” xy))konvergiert V n
b
// und es gilt lun.Z: Dy (2= x) f £ ( (wenn |Z(" IEj 0 Vv
n)

Pk

000000 F(b)—F(a)=Z F’ ,E”)) (x](<") x,(cn)l) mit E(”)E x,(fn)1 , x,({")]
k=l

oooooo’|f(x)|5K
f—/%

S6.1.6 — fF (x) dx

n— o,|Z,|->0Vn
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//86.2.1(3205) f:I=[a,b]— R, a<b, ® stetig oder ® ® monoton ist

// Riemann-integrierbar

b) Vor: ® I=[a,b], ®® f(t): I-R stetig (S6.2.1: f£(t) integrierbar),
®@06e@ ( xcT beliebig, e e e @ F(x):zf f(t)dt

Aussage:

F(x) ist differenzierbar & F’ (x)=f(x) V x€I

Bew:
//86.2.4(3207)//
a a b
//Bem: Fur a<b setzen wir I f(x)dx=0 und f f(x f f(x)dx//
b a
F - F — 1 ¥ o
Sei x.€la,b] fest, x#x,: —132———gﬁl . — f(t)dt- f f(t)dt]
X=Xy Voresee X = X,

[
Bem zu §6.2.4

x_lxo [:f f(t)dt+:f f(t)dt [Cf f(t)dt +i‘" f(t)dt] =

X) - X, 1
G0 1
x—.XO X = —xo xo

//S4.3.1(2403)Folgenstetigkeit
// Genau dann ist f=D— K stetig in z,€D, wenn fiir jede Folge
// (z,) in D mit z, Z z, auch f(z,) = f(z,) gilt.

//86.2.1(3205) f:I=[a,b]— R, a<b, @ stetig oder ® ® monoton ist
// Riemann-integrierbar N
//86.2.5(3208) Vor: :[a b]—>R stetig und 1ntegr1erbar//

//Bussage: 3 E€[a,b] f f(x)dx=f (E) (b-a)//

Vor e ,S4.3.1
. . . ' =
Sei (x,) beliebige Folge x,#x, V n und %}g Xp=Xg =
—_— —————
S56.2.1,56.2.5

YV n 3 E, zwischen x, und x,: f f(t)dt=f (E)) (Xa=X0) =

X, FX

F(x)- F
() Flx) 1 J‘f )dt=f(E,) = f£(x,) da
X, = X,

xn - xO n— oo

//D5.1.1 1.)® Vor: McC, ZOEEZ, f: M—C gegeben.

//Aussage: (.) Die Funktion f heiBt differenzierbar in z,:<
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. f(z) - £
// 37 lim (Z)—(ZO)=.~f' (zo) (s.D4.2.1)

272 z - Z,

F(x,) - F(x)

£(5,) < f(x) und £ stetig 2 lljn e —F’ (%) =F (xX0)
e 0 oo n - %o

D6.3.1(3303) Sei IcR ein beliebiges Intervall und sei f:I—- R. Falls
eine auf I differenzierbare Funktion F existiert mit der
Eigenschaft F’ (x)=f(x) V x€I, dann nennen wir
F eine Stammfunktion zu f£. Wir schreiben in diesem Fall auch

::f f(x)dx und nennen das rechtsstehende Symbol auch

unbestimmtes Integral wvon f.

Notation (3301): g€ Sl\(z) < g:I- R ist stetig

continous ~

k RN
gEE; (I) ©® »ysI—>R ist k mal stetig differenzierbar
keN ~ o

~
~

//86.2.1(3205) f:I=[a,b]— R, a<b, @ Stetig oder ® ® monoton ist

// Riemann- 1ntegr1erbar<%'"'—‘\s
S6.3.1 (3303)Hauptsatz der leferentldl*\und Tntegralrechnung
a) Vor: ¢€C'(I) ist eine beliebige StammfunktiQQ>vbnl§§C( )
(d.hj\¢’ ist stetig s§21 ¢’ (x)=f(x) ist integrierbar)
b
Aussage: J'f(x)dx:¢(b)—¢(a)::[¢(x)]2::¢(x)IZ siehe auch Seite 3300

# Es ist ja moglich, dass mehrere Stammfunktionen zu f gibt
//85.2.5(2804) Vor: f:[a,b]—R §be§ig und differenzierbar V x€(a,b).//
//2.)f konstant auf I & f'=0 auf (ayb).//

Bew:Sei F( F-f f(t)dt ¥ FcC'(I), F isf\gtammfunktion von f.
J— \\\
Seil ¢€C/ (d.h: ¢’ (x) o f(x) V x€I)eine bel Stammfunktion von f
D6.3.1
/ _
S (0-F) ' (x§ T ¢ (x)-F’ (x)=f(x)-f(x)=0 V x€I = ¢-F ist konstant,
/' 55.1.61.) S52.5
d.h. )/
/ N \ a -
3 ¢€R: ¢Dd\{3x)=c v XEL/E?—CI¢ FTa):QLa}=jZTYE)dt=¢(a) =
\\ \\ /// x=a ””j’/ P

- —

J" f(t)dt=F (b)=0¢ (b)-c=¢ (b)-¢(a)

//35.1.6 (2750)Differentiationsregeln
//1.)Vor:Seien f,g: M—-C differenzierbar in deﬁz.
//Beh:a) f+g sind differenzierbar in z, und (f*qg)’ (z,)=f’ (z9) *g’ (2y) .
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//D5.1.1 (2700)

//3.) f:M—C heiBt auf offenem DcMcC n-mal stetig differenzierbar:<
// 3 £ (z) V z€D und £W (z) ist stetig auf_b~(wobei in R in
// Intervallendpunkten £W (x):= ff”(ngb%@. £ (x):= £ (x) sei)

—
—
—

b) Vor: I=[a,b], f: I»R stet#d und c€T beliebig, F(x):= [ f(t)dt, x€I
///|
Aussage: - |

—

1
/!
F(x) 1st stetig- dlfferen21§rbare Stammfunktion F von,f auf I; d.h:

Jede%stetlge Funktion f: \I—>R besitzt eine Stammfuﬁktlon
\

|
//S6.2.41 §2p7

\ n
\ Ik‘i
a a I
//Bem: Fur de setzen wir ﬁ f(x)dx=0 und f f(x)dx:h—‘[ f(x)dx//
NN

a\ a|

I
// Dann gllt %6 2.9) fuq beliebige a,b,ceR.// | |

//86.2.5(3208) VOY f [a,b]—%?stetlg und 1ntegrleb@r//\

\b | |

//Aussage: 3 E€]a, b \f x)dx £(§) (b-a)// / ‘
|

| |

//S4.3. 3(2409)Folgenste£;gkg%t ] ‘

// Genau dann ist f= D—QG,sEetig in z,€D, wenn ﬁur jede Folge

// (zy) in D mit z, 2 2z aﬁdh }\ :7 f(z) glit |
e ! |
. \ NE(x) N F(x 1 I~ %o
Bew: Seil x.€[a,b] fest, x#xg: ( ) (0) [ff f(t)dt- f f(t)dt
\ X - xO - xo P :
|
j: \
Bemzu S6.2.4 |
|
1 X C l C

[ f f(t)dt +]‘f(t)dt] =

x‘xo X = X

| .
Sei (x,) beliebige Folge x3#x, V n und lim x —x, 2
l n— o S6.2.5

V. n 3 E, zwischen x, und xﬁ f f(t)dt=£f (&) (x,—%Xo) =

|
R |
F - F !
()= Flxg) 1 [ £ §t=£(E) 2 £(x) da
X, = X, Xa ™ Xo '

n

£(8) -  f(x)) und f stetig 2 F’ (x)=f (x)

L
T T %o

//D5.1.1 1.)® Vor: McC, zoéfz, f: M—C gegeben.

3304



//Aussage: (.) Die Funktion f heiBt differenzierbar in z,:<

. f(z) - f(z,)
// g lim ——  —=0'_.fr(z)) (s.D4.2.1)
27 % zZ - Z,
// und dann heiBit der Grenzwert f’ (z,) EM die Ableitung von
// f(z) in z=z, (oder an der Stelle z,).

Andere Formulierung:
Sei £ auf [a,b] stetig und sei x¢€[a,b]. Dann ist durch

X

F(x)= f f(t)dt V x€[a,b] eine Stammfunktion zu f definiert.

Xo

Andere Formulierung:
//D5.1.1 (2700)

//1.)® Vor: McC, zoe&, f: M—C gegeben.

//Aussage: (.) f heiBt differenzierbar in z,:<
f(z) - £(z,)

// F lim =2 700 _.f£r (7)) (s.D4.2.1) und dann heiBt der
27 % z - Z,
// Grenzwert f’ (zy,) EM die Ableitung von f(z) 1in z=z,

Vor: f:[a,b]—» R stetig (d.h. nach S6.2.1 integrierbar) und F(x):=.f

f(t)dt
Aussage: F ist in [a,b] differenzierbar und F’ (x)=f(x) V x€la,Db]

//86.2.5(3208) Vor: f:[a,b]l]— Rstetig und integriebar

b
//Aussage: 3 EE€[a,b]: f f (x)dx=f (E) (b-a)
: |

Bew: S$6.2.5 = 3 Ee€[x,x+h] (bzw ge[Qfﬁ,x], falss h<0):
x+h “
F (x+h) -F (x) = f f(t)dt=f (E}*h =

. 1 .
Hm —~ (F (x+h) -F (x) ) = M0 £ (§) =F (x)

S6.3.2(3307) Ist F auf einem Intervall I Stammfunktion zu f und ist
ceR, so ist auch F+c eine Stammfunktion zu f. Umgekehrt,
sind F, und F, 2 Stammfunktionen zu f auf I, so ist F,-F, konstant.

//85.2.5(2804) Sei f:[a,b]—R stetig und differenzierbar V x€(a,b).//
// Dann gilt:a)f’ (x)=0 V x€(a,b) < f(x)=const//
Bew: Argument in S6.3.1 b) =zeigt: F;,F, Stammfunktion von f =

d ceR: Fi(x)=F,(x)+c V €I # da #

# (Fi(x)-F(x))"=F (x)-F, (x)=f(x)-f(x)=0 = F;(x)-F,(x) c #

=
S§5.2.5

Bem: Ist ¢: I—-R eine Stammfunktion von f: I—=R so schreibt man auch
f f(x)dx=¢(x)+c, wobei der Ausdruck links unbestimmtes Integral
von f heifRt.
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Bsp 6.3.1

1
® In IcR, x€Igilt V se€R, s#-1: [ x°= x4,
s+1
R:s€ N U {0}
Dabei ist I=4(0,)oder (-0 ,0):s =-2,-3,...
(0, 0) : sonst
-1
1 1
z.B. x?dx=[-x1] 1 =1-—==—
»! [ Iz 2 2
1
o0 f —dx=1ln|x|+c, I=(0,o) oder I=(-w,0), denn
x
1
(Inx)'=—, x>0
(In|x])’= 1 X 1
(In(- x)))=—(-1)=—, x<0
- X X
_1 1
z.B: f—dx:[1n|x|]:;=o—1n 2=-1n2
_2 x
eoo0o J' e“xdx=ie‘“+c, a#0, I=R.
o
//85.1.6 2.) Vor:Sei f:A—B differenzierbar in zoég
// f(z))€Eq
// g:B—C differenzierbar in f(z,).
// Beh: goO f:A—C ist differenzierbar in z, und
// (g\o\ " (z9) =g’ (£ (z0)) L7 (2y)
o000 f aXdQET\EL; =La><+c, a>0, I=R, da
1 1 — 1
—  a*+c) =—— Ina® V/ =_— mna~\L =_—"__ x*Ina y 7 - —_— _x*Ina
(lna ) Ina le ) Ina le ) Tna (e ) 55162 Ina

* (ln(a) *:I_):elna’Y

o0 o000 J‘ cos xdx=sin x+c, J' sin xdx=-cos x+c,

1 .
o000 o0o0 _f s—dx=tan x+c, cos x#0 in I
cos” x
1
o000 0 00 J‘ ~dx=arctan x+c, I=R.
1+x

1
A EEEEEX) J‘ ﬁd}{=arcsil’l x+c, I=(-1,1)
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A6.3.1 Finde die Stammfunktionen zu den Funktionen jeweils flr x auf

A6.

A6.

natiirlichen Definitionsbereich (in R)
cos x, LOs: -sin x,
1
x*+1, Los: —x3,
3
1/cos’x, Lds:tan x

1/x, Los:log|x]|

/2

1
3.2 Berechne die Integrale J‘ (x*+1)dx und f cos xdx
0 0

3.3 Zeige durch Induktion iber n: Ist f auf einem Intervall I
n-mal differenzierbar und ist die n-te Ableitung von f die

Nullfunktion, so ist f ein Polynom vom Grade hdchstens

n-1
gleich n-1: #Polynom hat die Form 25 ap (x-x0) ¥

k=0

//85.1.3(2706)

// 1.)Ist c€K und ist f(z)=c V zeK, so ist f in jedem Punkt z€K

//

#

differenzierbar und f’ (z)=0 filir alle diese z.
_ 0
#1.6s: k=1: £'=0 = £ a0=2§ ap (x—x0) ¥
S5.1.3 k=0
k=2: £P=0 = fU=a, = fff
=
k=3: £0=0 = £@=g, = £0 I a4

=

5 ,
1? =g, =2a,

2
f=£g1 ay (x—Xo) *=apta, (x-xy) +a, (x—-x,) * da
k=0

(aota; (x=Xg) +a, (x=%0) ?) "=0+a; (x=%,) "' *1+2%a, (x-x,) > '*1=

a;t+

n-1
#IH k=n: £9=0 = £=) a,(x-x))"

#

k=0

k=n+l: £0V=0 = fO=_ =

n

n-1
[q, (x=%0)™)+ D) an(x=x,)"] ™
k=0

I

I

T

3307

1

a0+a1 (X_Xo) :Z

k=0

+0 = f=Z ax (x=xg)

k=0

n

ax (x=xg)

o (X—Xo) =

=2a,

2a,
—
=a

(X—Xo)

dem



	//Beh:f ist gleichmäßig stetig auf M. //S4.4.10(2568)
	// ( Z,,f)=f()(xl-1,x l )
	//Aussage:
	// f über I Riemann-integrierbar  // ( Z),,f)=f()(-)konvergiert  n

