6.4(3400) Weitere Ergebnisse

S6.4.1 (3400) Partielle Integration
Seien f,g Uber [a,b] integrierbar und seien F bzw G Stammfunktionen
zu £ bzw g. Dann gilt

) L G (x) dx=F (x) G (x) | - Fx) g gy |

F'(x) G'(x)

//D6.3.1(3303) Sei IcCR ein beliebiges Intervall und sei f:I- R. Falls

// eine auf I differenzierbare Funktion F existiert mit der

// Eigenschaft F’ (x)=f(x) V x€I, dann nennen wir

// F eine Stammfunktion zu f. Wir schreiben in diesem Fall auch
// F(x)=‘f f(x)dx und nennen das rechtsstehende Symbol auch

// unbestimmtes Integral von f.

//85.1.2(2705) Ist eine Funktion f:I—- R in einem Punkt x,
//differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.

//86.2.1(3205) f:I=[a,b]— R, a<b, ® stetig oder ® ® monoton ist

// Riemann-integrierbar

//86.2.2 (3204)

//Vor: £,g€R(I)

//Aussagen:

//® Sind f und g iber [a,b] integrierbar, so gilt dasselbe auch fiur fg.
//® ® Zusatzliche Vor: «a,peER, af+Bg€R I)

b

// Aussage: f (af (x) +fg (x) ) dx= aJ' dx+ﬁf g (x))dx

//86.3.1 (3303)Hauptsatz der leferentlal— und Integralrechnung
//a) Vor: ¢€C’(I) ist eine beliebige Stammfunktion von f€&C (I)

// (d.h. ¢’ (x) ist stetig s§21 ¢’ (x)=f (x) ist integrierbar)

Il
<
bl
NI
Il
<
bl
NN

b
//Aussage: f f(x)dx=¢ (b)-¢ (a)

//b) Vor: I=[a,b], f: I- R stetig und c€I beliebig, F(X):Z.[ f(t)dt, x€I

//Aussage:
//F(x) 1ist stetig differenzierbare Stammfunktion F von f auf I; d.h:

// Jede stetige Funktion f: I—» R besitzt eine Stammfunktion

Bew: F,G Stammfunktionen =2 F,G differenzierbar Z F,G stetig %
D6.3.1 S5.1.2 S6.2.1

S56.2.2
-~

F,G integrierbar = fG und Fg integrierbar =
Vor: f,gint egrierb

f(x)G(x)+tF(x)g(x)=(F(x)G(x))’ integrierbar
b b

) i@hﬂxnszwmuxng—f F(x) 89 ax.
s F'(x) d G'(x)

b

i F(X)G(X)|§==f (£(x)G(x)+F(x)g(x))dx.

a
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Andere Formulierung der Vor aus Wikipedia:
Vor: [a,b] Intervall; F,G:[a,b]l—R;

F,G stetig differenzierbare Funktionen auf [a,Db]
1 1

X R R

Bsp:l.) [ & * € dx= & & |t~ ! € dx=xe’|L-e*| !

B G(x) =f(x)=F"(x)=F(x) G(x) =F(x) =g (x)=G'(x) =F(x)
ohne

Grenzen..(x-1)e*.

sin(x) e sin(x) e cos(x) e~
2.) _ [ dX:_,_/* [} - _ * - dX:
f =G(x) =f(X)=F'(x)=F(x) =G (x) =f(x)=F"(x)=F(x) f =g (x)=G'(x) =F(x)

sin(x)ex—cos(x)e&—f sin(x)e*dx =

2_[ sin xe*dx=(sin x-cos Xx)e*.
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S6.4.2(3402) Substitutionsregel
Vor: ® f: [a,b]—> R stetig auf [a,b],
®¢e g: [o,pBl—[a,b] (d.h. gla,plcla,b])
@@ 6@ g: stetig differenzierbar auf [a,f]

gPB) \\43 \\\
Beh: f f(x)dx=J\¢Ug%t))g((t)dtﬁ¥4u)
N \
g(a) a ~ AN
a _-AR@-R N
\ ~ A
\ ~ AN
\ N AN .
\ ~ N (Fog) [a,B] stetig
\ ~ N
\ SN N T~ AN /7
\ SO A ~~_ " 7
______ \l \\\ /
--> TG e e BT
o, f@[aJﬂ)<}f[mb],chuq:> ntergrlerbar
o 4 g'let.
Lg-tor) /
/
i>/émyaR
Bew:
//86.3.1 b) (3304)
// Vor: I=[a,b], f: I-» R stetig und c€I beliebig, F(x):=.f f(t)dt

xel
//Aussage: F(x) ist stetig differenzierbare Stammfunktion F von f auf I;

// d.h: Jede stetige Funktion f: I— R besitzt eine Stammfunktion
Vor ® f: [a,b]> R stetig auf [a,Db] =
S6.3.15)

d stetig diffb Stammfunktion von f:
F’ (t)=f(t) auf [a,Db]

Vor © @ y: [o,Bl—la,b]l = glo,pflcla,b]
J gtetig diffbare Stammfunktion von f:
* (B = (t) auf g[a,B]C[a,b],
Vor @ @ & g [¥, B \stetig differenzierbar V t€[a,p] =

//85.1.6 (2751)2. ) S
//Vor: Gegeben/f IHJ“und g: 7~ R. }\dlfferen21erbar in x, und g 1in

//E(x)EeT [ \ \\ .
//Beh: goO f:, 'I- R df{ferenz&grbar 1n_&7und es gilt
// (go f)’(Xo) =g WfYXb))f‘TXo) N
Zum 1e1chteren Lesen &on Bew SG T4 2, S5. 1 6 mit Buchstaben in S6.4.2
//Vor: Gegeben g:la, Bl und F? {g b]—QR
// /dlfferen21erbar in te (o, B nd F 1h\g(t)€[a b]
//Beh: ETDg [a,p]1— R dlfferen21erbar 1n x, und es gilt
v (Fog)’ (t)=F’(g(t))g’ (t)
//86.2.1(3205) f:I=[a,b]l— R, a<b, ® stetig oder ® ® monoton ist
// Riemann-integrierbar

Ss;ZZJE%Dg :[o,f1— R stetlg—qiﬁﬁgren21erbar in [a,p] und es gilt

___,::u——””—’<\ 56.2.1
(Fog)”  (t) < F’'(g(t))g*(t) = (Fog)’ (t) integrierbar
55.1.62.) N ey

(Fog) stetig

//D6.3.1(3302) Sei ICR ein beliebiges Intervall und sei f:I—- R. Falls
// eine auf I differenzierbare Funktion F existiert mit der
3402



// Eigenschaft F’ (x)=f(x) V x€I, dann nennen wir

// F eine Stammfunktion zu f. Wir schreiben in diesem Fall auch
// F(x)=.f f(x)dx und nennen das rechtsstehende Symbol auch
// unbestimmtes Integral von f.

B p B
= [ (Fog)’(v)ydt=[ F’'(g(t))g’ (t)=[ f(g(t))g’ (t)dt=

S6.3.1
a

g(B)
F(g(B))-F(g(a))= [ f(x)dx =

g(a)

Yo

(@4

(FOgd‘

g ]
J fodx=[ £(g(t))g’ (£)dt,o1cn
g(a) o
F(g(t)) Stammfkt zu f(g(t)) auf g(t)€la,p]
e ’ _
i, T g(t))=f(g(t)) V t€gla,f]
B B g

Bem:Schreibweisen ‘[ f(g(t))g’(t)dtz.f f(g(t))d(g(t))= j’ f (x)dx
o o g(a)

§ mit of (£)=2T (g(t)) = d(g(t))i=g’ (t)de
x=g(t) = t=g(x
x=g (t) = d(g(t))/dx=1 = d(g(t))=dx
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Andere Formulierung:
Vor:Intervalle I,Jc R, f: I-» R stetig,

@: J> R stetig differenzierbar mit @ (J)cI
b @(b)

Aussage: Fur a,b€d: f f(p(L))o’ (t)= ‘f f(x)dx
@(a)

Kurzschreibweise: f f(x)dx=.f f(p(t)e’ (t), ,dx=@’ (t)dt™

//85.1.6 (2750)2.)Kettenregel//
// Vor:Sei f:A—B differenzierbar in dei , f(z,) E]%, und sei //

// g:B—C differenzierbar in f(z,).//

// Beh: gO f:A—»C ist differenzierbar in z, und (g©

£) 7’ (z0) =g’ (f(z9)) £’ (20)

// (Kettenregel) (go f)’=(g’o0f)f’.//

//86.3.1 (3303)Hauptsatz der Differential und Integralrechnung//
//Vor: I=[a,b], f: I-=R stetig und c€I beliebig//

//Aussage: © F(x):=.f f(t)dt, x€I//

// ist stetig differenzierbare Stammfunktion F von f auf I/
// Jede stetige Funktion f: I-R besitzt also eine Stammfunktion
// ®@ @ (cC'(I) eine beliebige Stammfunktion von f€C(I) =//
// _ff(X)dX=¢(b)—¢(a)==[¢(X)]z==¢(x)|fl//

==

Bew: Sei F: I—- R eine Stammfunktion von f 2

S5.1.6
(Fog)” (£)=F" (t)*@’ (£)=£ (@ (t))* e’ (t) =

_ff(CP(t))CP' (t) (Fog)’ (t)dt - (Fog) (b)-(Fog@) (a)=F (g (b)) -

S6.3.1
F(p(a))
_ @(b)
S f(x)dx
S56.3.1
@(a)
. . e +1
Bsp:® Bestimme Stammfunktion zu f (x)=———, x€R.
eX +e'X
. . de(t 1 1
Los: Substitution t=g*(x)=e* © x=g(t)=log t, ax _ "(t)= g(:):__ < dx=—
dr dt z z
dt
t+1 1
e +1 _ = t+1
F(x)= —dx= -1 dt= dt=
/ et + et J e f J 2 +1
flg) &'@
1/2‘[ 2 dt+_f 1 dt=gllog(t2+1)+arctan t=
2 +1 t?+1 2
-%log(ek+l)+arctan er.
g(p)=l g g(BN=pH g el =
o +1 +1 +1
t Fx)= ] ke { L ge- ) LT ae- [ L ge=
g(ax)=0 e +te g"(g(a):cxt +1 g_'(O)t +1 e® =1 t +1

//S6.4.2(3402) Substitutionsregel
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//Vor: ® f: [a,b]> R stetig auf [a,b],

// ®e g: [o,pfl—[a,b] (d.h. gla,Blcla,b])
// @00 (: stetig differenzierbar auf [a,f]
IR — — — — B
//Beh \\f(xkix=f f(g(t))g’ (t)dt
g(@) >/ o
2 // \\
oo t o dt Nx=t?=g (t), dx=2tdt =
b T
g 2 1 2 2t 2 - 1 ! x 1 x1 4 1 4
If te!’ dt > e a3 {[ e*dx > [e*] ] > (ef-e)
1-x’ %

o0 0 f [1-x?dx; x=cos t, dx=-sin tdt

Sei t€[0,n]..,x€[-1,1] _ 1
/’ 1- cos(
J Vimidx= f Vimcost * (msint)de=- [ sintitde=- [ —— ===
/7

dt=
4 in(2¢

- (2 -Looseryyar=-t e S0CD o L Lo tacos teo

/ 2 2 2 4 2 2
xzco&/t < t=arccos x, sin tle_coytle_x2 =
f V1= %2 dx=—%arccos x+%x,/1_xz +c im I=[-1,1]...Probe!..z.B.:
1 1

1 2 L2

J' 1-x>=[-—=arccos x] ! +I xl-x ]flz—(O—n)=ZE
o 2 R 2

0

A6.4.1 Bestimme zu den folgenden Funktionen eine Stammfunktion:
a) f(x)=x* x>0, a#-1
1
Los:F(x)=——x%", F’ (x)=x“
a+1

b) f(x)=a*, a>0, xeR.

//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//
//2.)Kettenregel//

// Vor:Sei f:A—B differenzierbar in.20€£i,ffzo)€£%, und sei g:B—-C //

// differenzierbar in f(zy) .//
// Beh:goO f:A—» C ist differenzierbar in z, und (gO £f)’ (z¢) =g’ (£(z0)) £’ (2o)
o x ’ 1 X\ 7 1 Xy 1 ——x‘lo’a”r—’if—
LOS:F(X):logaa' F (X):#(logaa :(logg_e_lf)g—a—)—“: Tog a ) S51.6
T e

(exloga ) ’ l*_ko—g a= exloga :# ax.

log a
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c)f(x)= ! , x€R.
1+ x?

//D4.4.3(2536) Umkehrfnkt zu tan: arcctan: R—(0,n]
//85.1.6(2750)Differentiationsregeln//

//1.)Vor:Seien f,g: M-C differenzierbar in xﬁzﬁz.//
//Andere Formulierung fur R://

// Die Funktionen f und g:I— R seien differenzierbar in x,€I1//
//Beh:d) Ist g(zg)#0 (und damit #0 in Us(zy) CM... = //

// 3 g(z)#0 auf Us(zy)NI), g differenzierbar, d.h. stetig, so ist f/g
// differenzierbar in z, und //

£' (zp)a(z,) - £(z,)g" (z)

(9(z,) )
//3.)Ableitung der Umkehrfunktion//
// Vor:Sei A,Bc R(C) und f:A-B bijektiv und f differenzierbar in //

// (£/9) " (zo)= (Quotientenregel) //

// 2/ Vo:=f (x0) € %//
//Beh:f™? ist dlffered21erbar in y, e f! ist stetig in y, und //
// £’ (x0) #0 und daﬁn\gllt//
/
1 NS 1
// £y 7 / £y 7= /)
( \) (o) = £ £ (E o GO =

//85.1. 5“271@ Dle Egpotentlalfunktren, die trigonometrischen und die//
// hypérbohlscﬁgn\gunktlonen §$nd auf\C\dlfferen21erbar und es//

// gilt (ezz’—e ) sin(z)’=cos z, ﬂcos z)’i>§1nz, //
\ \

\ \ N
\ | \ \ ~

Los:x=tan\y 3\y=F(xe=arctan x=G(x), GXy)=G(G*(x))£x;tan v,
\

L S (G'(x)=arctan (tan y)=y=F(x))
\ sid \ o cos2y +sin? 1
G (y)=(—+)" \ 3 A
\CO§ Y * 5116 1.4),55.1.5 cos?y cos?y
\ \ \ \
‘ ‘ —\\ \\ 1 1 ! 2 1 2 12
F’ =(G™ ¢ ny = = 1 = cos  y+sin"y= sin® y =
(x)=(G"(x)) ssie6d) G'(y) tan'y 3 Y 5 Y 1+72y
cos’ y cos’ y cos” y
v
1+ (tany)>
1 1

1 + (tan(arctan x))> 1 + x2
# jedoch cos y#0 = cos(arctan x)#0 = arctan x#m/2+kmw #

d) £ (x)=x°cos (x?), x€R.
//86.4.1(3400) Partielle Integration//

// Seien f,g Uber [a,b] integrierbar und seien F bzw G //
// Stammfunktionen zu f bzw g Dann gilt//

// j £ ( ) dx=F (x f F ( )ydx.//
% % 3 2 3
Lés: [ t°cos(t?)dt= 1/3f t*w 55”241

F' ,F=sint3

1/3(t**sin(t?) ][5 - [ 3t2sin(t?)dt)=1/3(t’sin(t) *+cos(t) i =
0
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1/3(x3%*sin(x) 3+cos (x) 3- l
cos03
e)f(x)=(tanx)?, |x|<m/2
c _ 1 (sin x)?
Los:F(x)= [ (tanx)?dx= | (cosx)

- 1- (cosx)?

1 ) 1 1
)=—x3sin(x3)+—cos(x3)-—
3 3

(cosx)’ dX=‘f —(cosx)z dx—f 1dx=

tan x-x

A6.4.2 Geg.Polynom P(x) mit P(-x)=-P(x).
Zeige: I ein Polynom Q(x) mit Q(-x)=Q(x), so dass Q(x) a*)
Stammfunktion zu P(x) o) ist.

//86.4.1(3400) Partielle Integration//
// Seien f,g Uber [a,b] integrierbar und seien F bzw G //
// Stammfunktionen zu f bzw g. Dann gilt//

b b
/) [ £®)G(x)dx=F(x)G(x) | Z- [ F(x)g(x)dx.//

3

Los: Beispiel fir P(x): a;xtasx
P(-x): a;(-x)+a;(-x)3=-(a;x+tasx®)=-P(x)=a; (-1)'x+a;(-1)°x’
Sei P(x)=) awx* und P(-x)=-P(x) d.h. Y a.(-1)""=) -ax*
k=0 k=0 k=0

Keffizientenvergleich: a,(-1)*=-a, = a,=0 V k=27
P Nullpolynom=Q Nullpolynom

Y(P)=0: P(x)=c, P(-x)#-P(x)
Y(P)=1: P(x)=a:x, P(-x)=-P(x), P(x) &) =aixg®"),
f alxe<x2>dx=a1/2f 2a1xe<x2>dxui2 % e =
Q(X)=%, 0 (-x)=-0(x)
Y (P)>1: Induktion iiber n:=y(P)
Ann:Beh V y(P)=k<n, Sei y(P)=n
P(x) o P(x) P'(x)2x- 2P(x) o)
[ P(x) ethdx=[ 2y 2X¢ dx=( 2, - [ A2 dx) €.
RTONA S 7 re
n n n-1
P(x)=) axf P’ (x)=) kax"'=3 (k+l)au.x*
k=0 k=l k=0
- _PCx)_-P(x)_P(x)_ -
0TS "o 2k 2W
Y(P)=n = y(P’")=n-1 = y (P’ (x))*x=n, y(P) <n-2, P/(-x)=-P/(x):
(P(- X)) ='P(- )'c)(— 1)} _BY (cx)=—D' (X) = B’ (ox)B*(x) =
(- P(x))'=-P'(x) A
P'(- X)2(- x) - P(- x)2 ' - N
D, (=x) = (- x) ‘(1(_363)6)2 (- x) :_P(x)ZIXZP(x)Z B (x) & y(BM) <n-2
=
IH‘Z;fP,,
P(x) P(x)_ ,

Qr (%)) =)

=) =) (x) o) = (
2x € / € 2x

P (%) e®7=(Q(x) g )" =0Q" (x) e*) 40 (x) 2x ")
Koeffizientenvergleich

A6.4.3 Berechne die folgenden Integrale
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1/2
f arccos xdx

//86.4.1(3400) Partielle Integration//
// Seien f,g Uber [a,b] integrierbar und seien F bzw G //
// Stammfunktionen zu £ bzw g Dann gilt//

// J'f x) dx=F (x )1 2= fF x)dx.//

//S5.2.12 (2864)Trigonometrlsche Funktionen//
//Vor:Sei n/2€(1,2) die kleinste positive Nullstelle von cos X.
//Beh://4.)Bezeichnet arcsin y, -1<y<1, die Umkehrfunktion von //

// sin x, -w/2<x<n/2 und arccos y, -1<y<1, die//
// Umkehrfunktion von cos x, 0<x=<m, so gilt//
1 1
// arcsin’y=—r/—— und arccos’y=—"F7——— ,-1 < < 1.//
g =Y
1/2 1 1/2
. arccos x — X 4 @ICCOSX |+ />
Los: v —— dX = * — - A1 - dX—
5[ f(x) G(x) 553.12 F(x) G(x) ‘ F(x) 1
o
1/2 _ 2X
X*arccosxF/z—l/Z f ————dx=
1 - x2

(Subst:1-x%=u, -2xdx=du, x=0 = u=l, x=1/2 = u=3/4)

3/4

xarccosxﬁ/2—1/2 f Vr-du xarccosx\”2 1/2(2¢E)|?4:
1

—(ﬁ—l): +1—£
2 2

N | R
wla
olg

b) | g;(lOg %) 5dx

1

Los:Substitution u=log x, du=3ldx, x=1 = u=0, x=e = u=l
xX
—J'LPdu———u| =1/6
S

3m/ 2

c) f sin xcos xdx
5t/ 4
3n /2 , 3n /2

sin x cos x .
= < Zdx=sin xﬁﬁﬁ-— f cos xsin xdx =
5t/ 4 v v 51/ 4

3m/ 2

Los:

%/2=1/2<<—1)2—<—3§5)2

. 1 .
2 f sin Xcos xdx=——sn12x|5n/4
5t/ 4 2

L 1-2/4y=1/4
2

4 4 2
d)‘f eJ;dxz.[ 2ue“du=2ueﬂf-—f 2eudu:2ueuh?—2euﬁ:=4e2—2e—(2e2—2e)=2e2
1 1 1

A6.4.4 Berechne die folgenden Integrale durch die angegebene
Substitution
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n/2 3
cos x .
a) f ——dx, t=sin x
¢ 1-sinx
Los:t=sin x, dt=cos xdx, cos?x=l-sin?x=1-t?2,

x=0 = t=0, x=n/2 = t=1
...=t+ét2|é —1+1/2=3/2

1/2
%2

b) —dx, xX=sin t
Of W1- =2
1
ILos:x=sin t = t=arcsin x, dt=—z———;dx,
- X
x=0 = t=0, x=1/2 = t=n/6
e sin %t 4N Jt JT 3 JT 2\/§-Tc
f 2~ dt= f tan2dt=tant-t|’/*=tan—-—=NM2__N> " T
1- sin?t s 6 ) 3 ) 6

S6.4.3(3405) Integration von Ungleichungen
) g Uber [a,b] integrierbar & f(x) <g(x) V x€[a,b] =

} f(x)dx 5} g(x)dx.

Bew:Fir jede Zerlegung von [a,b] und jede Wahl von Zwischenpunkten ist
die Riemannsumme von f nicht grdéBer als die von g. Daher folgt die
Beh mit der Definition des Integrals.

b
b) f stetig auf [a,b] & f(x)=0 V x€la,b] & f f(x)d§=0 =

f(x)=0 V x€[a,b] \
Bew: Annahme 3 f(x)#0 V x€(a,b)€[a,b] = I x.E(a,b): f(go)=y0>of§wg
\
3 6>0: f(x) ‘-ﬂZyo/2 V x€[x,-0,%,+0][a,b] f) \\
! a \
Xo +3 b X, -0 \ b
=> > \
[ f(x)dx=28y0/2=0y,>0, [ f(x)dx = 0, [ f(x)dx = 0 = |
x,- 8 AP S ()20 [ Lol

f(x)dx>0 = ____—-—mTTTT

b

Widerspruch zu f f (%) dx=0
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1 1
K 6.4.1???? Vor:f,geR[a,b], konjungierte Indices ;;+——=l, p,a>1

b b b b

russage:| [ £(x)g(x)dx|< [ |£(x)g(x)ldx< ([ [£(x)[°dx) 5 ([ Ig(x)|%x)

ee f,geER[a,b], p=1

Aussage: ([ |f(x)+g(x)lpdx)§;S(.f | £ (x) |°dx) 5 + +(f g (x) |7dx) 5

ohne Bew.

Zum Bew bemerkt man,

® dass mit f,g€R[a,b] auch |f(x)I|?, |g(x)|PER[a,Db]

@0 im Falle der Existenz auch fir uneigentliche Integrale

D6.4.1(3408) Sei f iber [a,b] integrierbar( und a<b). Die Zahl

n=— f f(x)dx heiBt der Mittelwert von f iiber [a,Db]
- a

S6.4.4(3408) 1.) Mittelwertsatz der Integralrechnung
Sei f Uber [a,b] integrierbar und sei w der Mittelwert von £
uber [a,b].
] Dann ist M =inf{f(x):a <x <b} <u <sup{f(x):a<x<bl=arrs.
@@ Falls f auf [a,b]lstetig ist, existiert ein E€[a,b] mit u=f (§)

//86.4.3(3402)Integration von Ungleichungen//
//a) f,g uber [a,b] integrierbar & f(x) <g(x) V x€la,b] =

// f f(x)dx:;f g (x)dx.
//b)Seien f stetig auf [a,b] und gelte f(x)=0 V x€[a,b] sowie //

// j f(x)dx=0. Dann folgt f(x)=0 V x€[a,b] //

Bew:&{ﬁf(x)ﬁj}S§:3Aizinf{fbd:aﬁxﬁb}ﬁuzb_

b

f f(x)dx<sup{f (x):a<x<b
b=Ar

//84.4.1 (2500)Zwischenwertsatz (ZWS)//

//Vor:Sei ICR ein Intervall ' f:I—R stetig auf I, a,b€I, a<b.//
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : Vy 3 mindestens ein xéﬁikﬂ mit f(x)=y.//

# f Aldxsgz3 f £ ( dx5643 f M dx = M (b-a) <J’f‘ x)dx<p7 (b-a) =
b b
# 3 u: M <u< f ) dx=u (b-a) = M_ f f(x)dx = Beh @
a

-
[
S stetig,S4.4.1

# d Ee€la,b]l: f(§)=u = Beh e @
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S6.4.5(3409) Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung
Vor: g und fg iber [a,b] integrierbar, g(x)=0 oder g(x)<0 V x€[a,b].

b b
Beh® 3 peE[M , a7 ] mit M, a7 wie im S6.4.4: f f(x)g(x)dx=pf g(x)dx.
a / a

Zusatzliche Vor: f stetig auf [a,bl], /
Beh® @ 3 Ecfa,b] mit £(§)=p ,/ /

Bew: © z\_4f g(x)dxsf f(x)g(x)dxsﬂf g(x)dx # f f(x)g(/x)dxzf(g)f

g(x)dx. / /
b b b// / b
# 0 FuelM, ) M [ gx)dx=p [ g(x)dx[ £(x)g(x)d¥) <7 [ g(x)dx =
a a a / a
/ /
/ /
/
Beh. ® # = ...3 E&€la,pl: £(5)=p= Beh o o /!
Andere Formulierung Bew: / /
//S86.4.3(3402) Integration von Unglg;chungen// /
//a) f,g uber [a,b] integrierbar &/ f(x) <g(x) V xE&%,b] =
b b / /
/
/
// jf(x)dng g (x)dx. // j
Bew: M :inf{f (x):as<x<b}, am s up{f( x) :a<x<Db}, akb g=0 =
M *g(x)<f(x)g(x)=<

*gw/c) (da f>M & g=0)
/
/

b /

M 173
2 [ Mox)dxs [ #Ax)g(x)dxs [ A7 g(x)df =

b b b / ffgdx b

M [ g(x)dx< [ £(x)g(x)dx=<a7 [ g(x)dx =/3 p=% €M ,ar] fur |
!

a a a J’gdx a

= (®) M f g(x X<pJ'g' ) Ax<Arx g(x)dx

ee //S4.4.1 (2500)Zw1schenwertsatz (ZWS)//

//Vor:Sei ICR ein Intervall ' f:I—-R stetig auf I, a,b€I, a<b.//
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y I mindestens ein Eéﬁzkﬂ mit £(§)=y.//

f(x) stetig E“(‘@)—:—M_IrTf'{TT;?)_é<x<‘b}_<-p?<s“up{*f"(’§):'a<x<b} M >

dEe(ar,ar]: p=£(E)=> pj g (x)dx

S6.4.6(3409) 2. Mittelwertsatz der Integralrechnung
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Seien f stetig differenzierbar und monoton, sowie g stetig
auf [a,b]. Dann existiert ein &€[a,b] mit

b g b
1) £(x)g(x)dx=£ (a) [ g (x)dx+f(b) [ g(x)dx

//84.4.1(2500) Zwischenwertsatz (ZWS)

//Vor:Sei ICR ein Intervall, f:I-R stetig auf I, a,b€I, a<b.
//Beh:1.) f(a)<y<f(b) : V y 3 mindestens ein x€la,b] mit f(x)=y.
//86.4.5(3409) Erweiterter Mittelwertsatz der Integralrechnung
// Vor: g und fg uber [a,b] integrierbar, g(x)=0 oder g(x)<0 V
€la,b].

// Beh® 3 peE[M ,pA7] mit M , 77 wie im S6.4.4: f £ ( ) dx= pf

g(x)dx.

// Zusdtzliche Vor: f stetig auf [a,bl],

// Beh® @ 3 Ec€[a,b] mit £ (§)=p

//86.4.1 (3400) Partielle Integration

// Seien f,qg liber [a,b] integrierbar und seien F bzw G Stammfunktionen
// zu f bzw g. Dann gilt

b b
/o I ¢ (x) dx=F (x) G (x) 2 Fe gL g
\F(x) | , B G'(x)
Bew:ObdA\ gei f wacﬁsend also £"(x)>20. Sei G Stammfunktion von
g, daﬁn folgt m%ﬁ partleller ;ﬁtegratlon

f f f X»G f/ ) dx =

5§6.4.5,54.4.1

b b
3 Eela,b]l : [ £/ (x)G(x)dx =G(§) [ £’ (x)dx=G(§)f(x) |~

f(b)G(b)-f(a)G(a)-G(§) £(b)+G(§) f(a)=
f(a)G(E)-f(a)G(a)+f(D)G(b)-£(b)G(E)=£f(a) (G(E)-f(a))+Ef(b) (G(b)-G(§))=
f(a) (G(x) | 5)+f(b) (G(x)|2)=

S6.4.7(3410) Gliedweise Integration
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Gegeben [a,b]lc R, Funktionen f,,gy:[a,b]—K V n,keN
a)Vor.: (*)Alle f, Uiber [a,b] integrierbar und
(**)Funktionenfolge (f,) auf [a,b] gleichmaBig konvergent gegen I
b

Beh: f integrierbar iiber [a,b] und J" f (%) dx= llmf fo(x)dx.

//86.2.4 (3204)Riemannsches Integrabilitdtskriterium//

// Eine beschrankte Funktion f:[a,b]—R ist genau dann tber //

// [a,b] integrierbar, wenn es zu jedem &€ >0 eine Zerlegung //

// Z von [a,b] gibt mit O(Z)-U(Z)<E&.//

//D4.2.4(2304)

//® Eine (reelle)Funktionenfolge ist eine Folge f,,f,,...von Funktionen
// fi: R->R, Definitions (D)- und Zielmengen (Z) koénnen auch andere
// Mengen sein, z.B. Intervalle, miissen jedoch fir alle f; dieselben
// sein: f: DxN—Z, (x,n)bPf,(x)

//® ® Funktionenfolge (f,) heiBt punktweise konvergent gegen eine
Funktion

// f: X->R, wenn gilt V XEX V e>0 3 N,y V n>Ne,o no: | £.(x) -£(x) I<e
//® ® @ Funktionenfolge (£.) Rﬁnvezglert gLelghmaﬁIg'auf "X gegen f:
// V e>0 3 Ny: | £.(x)-f(x)|REV x€X Y n>N
//D6.1.1(3100) I=[a,b], a,heR,~fT ‘jiuq
//e) 1f(x |<K§EL/V’XE[a bl : , AN

- ’ N
// nmfg}nf(f(lk))=£2f (X)=1nf{f(x):xEka}i?weils ke{l1,2,...,n}

x€ly

\:\ n n \\\

// Untersumme S (Z,f)IQS HhIIKIZQS My (K= Ki-1) N
N \ k=l k=1 N
Bew: ObdA b—a>®< W e>0 I no: [£(x)-f,(x) | Df§48/(b—ai V! x€la,b], n>n, =
\ \ L.
\ AN

# Sei Z beliebiqe\Zeregung von [a,b], Zy[xXx, Xy, kG{O,l,..Lgl} =

- ; _ - &
# V >0 3 N €,: |msi —m/u |<g <Py =
¥ e>0 3 Ny: |S(2)- |—|Z (M, —m7, ) (%) <1 & (%e-Xe) | =

=

1.0 (2% =, (b-a)<g, analog fir 5 =

k=l
V Zerlegungen Z von [a,b] gilt fur die
Obersummen O:(Z),0¢ (Z) und Untersummen U:(Z),U¢ (Z) von f bzw f,:

1S:2)-5 (2| = €,15:2)-5 (2] = ¢

Vor (*) f, Uber [a,b] integrierbar = 3 Zerlegung Z: O¢ (Z)-Ue (Z)

n

= e
552.4
= 0:(Z)~U(Z)=0:(Z2) ~0c, (Z)+Us, (2)-Us(Z)+0¢, (2)-Ug, (2)<3e =
f integrierbar
| [ (£ -fi(x))dx|<(b-a) BAX £ (x)-£.(x) | T e =
[ £« dx—%}@-f fa
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b) Vor.:g, Uber [a,b] integrierbar V k &

Funktionenreihe Z: g auf [a,b] gleichmaBig konvergent
k=1
Beh: Grenzfunktion f iber [a,b] integrierbar und es gilt

f f(x)dx= f gy (

k=1 a

Bew:Wie tblich mit f,=) g, auf a) zuriickfihren.
k=1

#]ﬁ%g}ff dxllmIng defgk

A6.4.5 Finde eine Potenzreihenentwicklung flir arctan x und
Entwicklungspunkt O
Los:Aus dem 1. Hauptsatz folgt wegen arctan 0=0, dass

X

arctan x=f
Jo1et

-dt V x€R. Aus der geometrischen Reihe

l 0
folgt 1447:22: (-1)*t** V |t|<1l und die Reihe ist sogar
+t —

gleichmaBig konvergent fiir |t| <r mit beliebigem r<1..

2k+1

Deshalb folgt aus S???7?, dass arctan x=2§ (-1)* X
=, 2k + 1

zunachst nur fir |x| <r, aber, da ja r beliebig dicht bei 1
sein kann, ist dies sogar richtig V x:|x|<1.

A6.4.6 Berechne xcosxdx mit partieller Integration.

A6.4.7 Berechne e*cosxdx mit partieller Integration.

A6.4.8 Berechne Xe¥ dx mit der Sustitutionsregel.

Dt—-ﬁ = OQ___a a oL__=§

a 0
A6.4.9 Zeige mit Substitutionsregel, dass .f f(x)dx=.f f(-x)dx. Benutze
O -
dies, um zu zeigen, dass das Integral einer ungeraden Funktion lber
ein Intervall [-a,a] immer 0 ergibt.

A6.4.10 Es seien neN und a,,...a,€R. Zeige, dass die durch

x)=27 aycos (kx) gegebene Funktion im Intervall (0,m) mindestens
k=1

eine Nullstelle hat.

//S6.4.4(3407) Mittelwertsatz der Integralrechnung//
// Sei f Uber [a,b] integrierbar und sei w der Mittelwert von f //
// tiber [a,bl. //
// ® Dann ist M=Iinf{f(x):a <x<b} <u<sup{f(x):a<x<bl=p7r. //
// @@ Falls f auf [a,b]stetig ist, existiert ein E€[a,b] mit u=£(§)//
Los:Vor. 1.MWS, f iiber [a,b] integrierbar, f auf [a,b] stetig erfillt
1 n

x 1
f £( dx— akf cos (kx) 25 akkl51n(kx)h1=OS§Z4§€[O,R],f(E)=n__O J

f (x)dx=0
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A6.4.11 Finde eine Potenzreihenentwicklung fiir log(l+x) und
Entwicklungspunkt 0. Bestimme auch den Konvergenzradius.
//82.1.2 (1250)FEigenschaften konvergenter Folgen//
n 1
//13.) Fir Zf:Z: z", n€N, mit z€U,(0) gilt z,-° 1. ,, geom Reihe//

k =0 n— oo

HeN

X

1
Los:log (1l+x)=
(= [

dt, HS & log(l)=0,

1

=Z (-t)* fur |t| <r<l, gleichmaRig konvergent.

1+t 5
V r<l auf [0,r) gleichma&Rig, auf [0,1] nicht gleichmi&BRig konvergent.
f (—t)kdt=4—l—f(—x)k+1 integrierbar =

k+1

k+1

) L dt=Y CX) " og(14x) ¥V Ix|<l.
1+t k=0 k + 1

el

n— oo
ak

- im|_2 ‘
Konvergenzradius R=11m 1<|‘
+1

1

k

+

1

//D5.1.1 Es seien eine Funktion f:I—R, ein Punkt x,€I und ein né&N
//gegeben. Wir sagen:

// (..)f ist n mal stetig diffb auf I (kurz:feC"(1)), rfalls f

// n mal diffb ist V x€I und f™:I- R stetig auf I ist.

//Bem: Wir schreiben fe€C(I), falls f’:I—- R stetig ist.

S6.4.8 (3417)

a) Vor: I:[a,bl, f., f: I-» R, neN, f.eCc(I) V neN,

f. 2 f gleichmaBig konvergent auf I

n— oo

X

Aussage: E}(x)=.f f.(t)dt = f f(t)dt gleichmaRig konvergent auf I=[a,Db]

a

Bem: Man braucht nur f,€R[a,b] statt f£,€C[a,b] V neN zu fordern.

//S4.3.4(2411) Vor: (f.).en, £.€C(I) V neN,
// f, gleichmé&Rig konvergent auf I gegen f: I—-R
// Aussage: f€C(I)

Bew: f€C(I) 5334 f,, F, sind wohldefiniert auf [a,Db]

|F. (x)-F (x) |:J“ | £.(t)-f (t) |dt< (b-a) ,Ifff] | f.(t)-f(t) |dt<e Y n>n,(e) V

xX€la,b]

= F, -~ F gleichmaRig konvergent auf [a,Db]

n— oo

b) Vor: f, differenzierbar auf beliebigem I V neN
(f,)’ konvergiert gleichméakig auf I V neN
f, konvergiert auf einem Punkt x,€I V neN
Aussage: f, konvergiert gleichmédBig auf jedem kompakten
Teilintervall J&1I V neN
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und Grenzfunktion f (x)= =lim f.(x), x€I ist differenzierbar auf I

n— oo

und £/ (x)=1im £ (x)

Bem: Im Allgemeinen gilt nicht, dass f,(x) auf I gleichmaBig konvergiert

//S4.3.4 (2411) Vor: (f,): f.€C(I) V neN,

// f, gleichmaBig konvergent auf I gegen f: I—-R

// Aussage: f€C(I)

//85.2.3(2803) (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

//Vor:a<b, f:[a,b]2R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)

. fo) - £
//Beh: d mindestens ein E€ (a,b) mit —iﬁ————gg=f’(ﬁ)
- a
Bew: Zunachst wird gezeigt: (f,(x)).en konvergiert gleichmaRig auf jedem

Teilintervall J=[a,b] &I und oBdA x.EJ.

L)1) AW TG = e e ey | <
=y (%) =k (1) 5§5.2.3
| £r,0" () =fn,n" (§) | (b-a)<e V m,n>no(e) V x,y€la,Db]
yv=%X, (beachte [BIZIB-al+|a]):

V e>0 3 ,;0 (e) &

x,v€la,bl: Am(x,y)=](

| £0 (%) =£0 (%) | < Ama (%, %) +1 £ (%0) =4 (x0) [ <28V m,n>é;(8) V xeJ=[a,b]
= (f,) konvergiert gleichmalig auf J
(f,) konvergiert punktweise auf I gegen eine Funktion f

= fec(1)
S4.5.3

Definiere fur beliebiges festes E€[a,b]:

S, - £,(8)
Qn (X) 1= x-¢ firx€la, b]ohne{é‘} Cl[a,b]l V neN.

1.(&) fiir x =C

Nun wird gezeigt ¢,(x) konvergiert gleichmafig auf [a,Db]:

o (5) =0 () | S A (3,0 / 1x-C1 = |, (5 el

siehe oben |x - C |

TAGE f;@ <e.x#E Ymnznye)
£©)- L©)|<ex-E

(pn(x)) konvergiert gleichmalig gegen die Grenzfunktion ¢ (x)

= |n(x) -, (%) |<e V m,n=nq(e) V x€[a,b]

—g
—
S4.3.4
und diese ist stetig auf [a,b]

n— Stetigkeit X7 &€ =& X - (_(.,‘

K6.4.1 vor: f,: I—» R, neN.

a) Vor: I=[a,b], f.€Cl[a,b] V neN, Z: fr(x) gleichmé@Big konvergent auf I

k=1

Aussage: }Z‘O' fk(t)dt=§' if )dt & Z ffk )dt gleichmaBig

k=1 k=1
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konvergent auf I

b) Vor: f, V neN differenzierbar auf I,

A (x) gleichmaBig konvergent,

D
Hh

w
11
=

b

f.(x) konvergent in einem Punkt x,€1

~
11
=

s

Aussagen: © fr(x) konvergiert gleichmaRig auf jedem Teilintervall J

w‘
1}
il

=
e ) £ (x), x€I ist differenzierbar auf I und f’x)=) £/ (x),
k=1 k=1
xel
Bsp:l.)Z: @éﬁ;ﬁ@L, KR R>0 ;§Z1 f(x)zZ: ay (x—-X%Xp)* ist differenzierbar,
k=1 S (®) o k=1

£/ (x)=) kay(x-x)""

3 3 2 4

j? sin nx [sﬁlnxJL_cosnx
, =
n=l n n

n

£r(x)=) Egiz—rgj—konvergiert gleichmaBig auf R.

n=l n
< sin nx sin nx COS IX <& COS nx
3.) f(x):=) — , x€R. —|'= ' —
P n n n P n
. g IT
nicht anwendbar [_E{’?Z]
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