6.7(3700) Uneigentliche Integrale

Problem: Riemannintegral auch in unbeschrdnkten Situationen... (f oder 1I)

//D1.5.4 (756) 4.)R= RU{o0,-0}//
Im Folgenden betrachten wir ein Intervall der Form [a,b) mit a€R und be
R, a<b.

D6.7.1 (3700)

c— b,

Vor: f:[a,b)—R, V [a,c] mit a <c<b integrierbar & 3 lim f f(x)dx

Dann heiRlt f dber [a,b) uneigentlich integrierbar und wir nennen

We_;U

f(x dx—llm-f f(x)dx das uneigentliche Integral von f iber [a,b). Wir

c—b

sagen manchmal. das uneigentliche Integral ist konvergent, falls f
uneigentlich integrierbar ist. Falls |f]| lber [a,b) uneigentlich
integrierbar ist, sagen wir auch: das uneigentliche Integral von f ist
absolut konvergent.

Beachte: Falls b<ow und falls f auf [a,b] integrierbar ist, gilt fir alle

} f(x)dx=]'f(x)dx+3'f(x)dx

b
Die Fundamentalabschatzung impliziert mit M=sup|f(x) |, dass |f f(x)ydx| <

M (b-c) :Z 0. Deshalb ist f auch uneigentlich integrierbar Utber [a,b) und

das uneigentliche Integral ist gleich dem Integral.

In analoger Weise kann man auch uneigentliche Integrale {iber Intervalle
der Form (a,b] definieren, wobei a auch gleich -o sein kann.

Andere Formulierung:
a) Eine Funktion f: [a,b)— R, (-w<a<b<w) heiBt uneigentlich
Riemann-integrierbar iUber [a,b) (Kurz f€R[a,b)) falls gilt:
® V ce(a,b) ist f€RJ[a,c]

c— b.

e lim f f(x)dx existiert (eigentlich)

b
und wir schreiben dann kurz fir den Grenzwert f f(x)dx

b) Eine Funktion f: (a,b)— R, (-w<a<b<w) heiBt uneigentlich
Riemann-integrierbar iUber (a,b) falls gilt:

b b
fER(a,c] & f€ER[c,b) und wir setzen ff(x)dx:f f(x)dx+f f(x)dx

Bem: ® In b) hatten wir V c€(a,b) verlangen koénnen, dass
feR(a,c]NfeR[a,c) gilt und die D6.7.1 ist unabhdngig von der Wahl

von c€(a,b) (siehe ....)
® @ Tst feR[a,b], so gilt f€R[a,b) und die Integrale stimmen iberein.
(siehe ...)

3700



Bsp:6.7.1

a

1.)Sei a>1. Aus f x%dx=(a-1) *(1l-a'™) == (a-1)"! folgt die Konvergenz
1

a— oo

0

des uneigentlichen Integrals J'x’“dx und
1

0 fiii"O{>1
dx sorl 1 ; a- 1

[ ol @) 2 2=l

yox -a +1 -« am®

o fiira <1

a— oo

Sei 0<a<l. Aus fx’“dxz(oc—l)’l(l—ocl’“) 2 (l-a)' folgt die Konvergenz

o

des uneigentlichen Integrals fx‘“dx und
1

oo, fallso <1

«© % Koot |0‘ 1 - N
— = = “-1 1 .
ff Xa —O{+1|0 1- o (a )atoo ’fallsa>0
a-1
Andere Formulierung:
f(x)=x"% o0€eR
x€(0,1] = f€R[c,1] V ce(0,1) =
o 1 S |
o<l: J'X“dx= (l-¢*™*) > —— = f€R(0,1] V a<l
: 1- o -, 1-«a

1
o=1: J' ldx=log 1-log c = o
: X c— 0
o>1: f€R (0, 1]
= feR(0,1] & o<l

¢ 1
1<x<ow, £ S R[1l,c] V c>0, fx“‘dx= 1-
1

(c"“ -0, fallsa #1 _,
stetig e
x loge, fallsa =1

Cc— 0

1
— . fallsa <1
1- o

oo, fallsa <1

= feR[l,w0) & o>1

-

- fER(O,OO)

xE(0,0)
L

2) £(x)=1+x2, xR = £ § R[0,c] V c>0
N k, f stetig
symmFkt

(&
1 . . JT
f —— dx=arctanx|, =aectan c-0 = }LIE arctan c== = fER (-, +o)
+x
0

Symmetrie
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S6.7.1 (3702) Cauchy Kriterium fir uneigentliche Integrale

b
Vor: .f f(x)dx ist uneigentliches Integral

b
Beh: I f(x)dx ist konvergent < g
a p'//
(** %) V £€>0 3 c€[a,b) V E€[c,b), ¥ MEIE,Db) :,(J" f(x)dx|< €&
-
Ve

//D4.2.1" (2301) DcK, HP z,eD ' f:D—K.//
//1.) f(z) fiir z =2 z, konvergent :e 3 w,eK://

n— oo

// V e>0 3 0:>0 mit |£(z)-wol<e V z€MN g, (20).//

//  Schreibweise: %}f?f(z)=wb oder f(z)—w, ("2 )//

//86.2.9 (3206)Flr a<c<b ist eine Funktion f genau dann iber [a,b] //
// integrierbar, wenn sie sowohl iiber [a,c] als auch tUuber [c,b] //
// integrierbar ist und dann gilt

// } f(x)dxz} fo)dx+} f(x)dx.//

n n g

n g n
Bew: S$S6.2.9 = j f(x)dx=f f(x)dx+f f(x)dx = * J" f (x) dx
a a g

\ g 3 N

L
h
x
5

—

f(x)dx \
b \
= I:.f f(x)dx ist konvergent == \
D421 \

e \
** V¥ ¢>0 3 c€[a,b) V EE[c,b):II—f f(x)dx|<E/2\Z

n n n
fir E€lc,b), MEIE,b): | [ f(x)dx| <| [ f(x)dx-T|+|I- [ f(x)dx|<E.
g g g

Fo lg e n— «© ok

A\ &?_Jn)e[a’b): lim (Cn)—)c_ v In:J' f(X)dX 3 (In) ist CaUCthOlge

= lim(In)=1. Dieser Wert ist von der Wahl der Folge (c.)

n— o

unabhangig und dies ist adquivalent zur Konvergenz des
uneigentlichen Integrals.

Andere Formulierung:
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b
Sei I=‘f f (x)dx konvergent. Aus der Definition des

Funktlonsgrenzwerts folgt dann
VeE>0 3 ce€la,b) V EE[c,b):|I- J'f x)dx|< & /2. Wegen

n n g
f f(x)dx
E a a

n n

|J” f(x)dx| §|f f(x)dx—1|+|1—f f(x)dx|<e. Um die Umkehrung zu
g g g

f(x)dx folgt dann fur &€[c,b), N€[E, b)

Il
—
H
bd
Q.
s
|
—

zeigen, sei (c,) eine Folge aus [a,b), welche von links

cn

gegen c konvergiert und sei If=f f(x)dx. Dann folgt aus

(***), dass (I,) eine Cauchyfolge ist, also gegen einen Wert I
konvergiert. Dieser Wert ist von der Wahl der Folge (c,)
unabhdngig und dies ist dquivalent zur Konvergenz des
uneigentlichen Integrals.

Andere Formulierung:
Vor: f:[a,b)— R, f€R[a,c) V cE€(a,b).
€
Aussage: f€R[a,b) & V &0 3 >0 mit | f f(x)dx|<e V c;<c,€(a,b) mit

*b-c, <0,i =1,2(b<x)
oo, <%,i =1,2(b =0)

.1

Bew:Folgt direkt aus dem Cauchykriterium fiir Funktionslimites,

angewendet auf F( f £
sin x
Bsp: ® f(x)= ,2_.2y4+4, x>0 = f€R[a,c] V c>0
\—ﬂf—/
stetig auf 0....0
‘ sinx ° sinx 1 1
—— 4 dx< [ | ——= ldx=|-—— | |= = -
|fx2_2x+4 x| < f| 1) +3| x fl il el — o p—
<
1
c, -1
1

1
< <g, ci>—+1=0;.

Cl—l E
® @ f(x)=sin x?, x>0

D6.7.2 (3703)f:(a,b)— R, (-w<a<b<w) heiBt uneigentlich absolut
integrierbar iber (a,b) falls f und |f|€R(a,c]N?R[c,b) gilt und
somit |f|€R(a,b) gilt.

Bem: © |f|€R(a,b) = f€R(a,b)

L Die Wahl von ¢ ist irrelevant

S6.7.2 (3704) Aus der absoluten Konvergenz des uneigentlichen Integrals
b

f f(x)dx folgt die Konvergenz.
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n n
Bew:Folgt aus II f(x)dxl:;f | £ (x) |dx (Dreiecksungleichung)
g g
//S6.4.1(3400)
//Partielle Integration//
// Seien f,g Uber [a,b] integrierbar und seien F bzw G //
// Stammfunktionen zu f bzw g. Dann gilt//

/7 | £(x)G(x)dx=F(x)G(x) |2~ [ F(x)g(x)dx.//

Bsp 6.7.2:
n
, sin x — CcOos X CcoSs X
Sei >0 ' 1<E<m = f dx & - IQ—Otf T dx =
S6.4.1 < : x“
cos x
- | <& /2 falls g, M>c
x*
' cos x
ocf dx <oaf —dx< € /2
E X
' sinx 1 "
| dx | <—gt—ta " dx
! x g J %
sin x — Ccos X 1 ' cosx
# sei a0 ' 1<Em = [ = Sdx I - |0-"g+] [ ——dx =
g X S6.4.1 X i;g—‘;: X
1 — E cos& COS X — " dx
# g(z Oﬁlﬁé‘ﬂﬁi’],a>0 | g(x |—| 5(1 |— g(l ’ B! a+l d Oﬁs&‘vgy,a>06gf a-1
= £/3
0=l =% =n,a=>0
" sinx § 1
# | f — dx

o0

= Uneigentliches Integral .[ X *sin xdx konvergent.

—
S6.7.1,Bsp6.7.1.

S6.7.3(3704) Majorantenkriterium fir uneigentliche Integrale
Gilt |f(x)| <g(x) flur x€[a,b) und ist das uneigentliche Integral
b

b
f g(x)dx konvergent, so ist ‘f f(x)dx absolut konvergent.

Bew:Folgt aus dem Cauchykriterium, denn
n

}f ) dx< € :>|ff ydx| < [ g(x)dx
g g

n n

# s>f g(x)dxzf |f(x)|dxz|f f(x)dx|
g g g

Andere Formulierung:
Vor: f,g:(a,b)— R mit f,geR[d;,d,] V a<d;<d.,<b, g=0,
g€R(a,b) und |f(x)|<c*g(x) V x€(a,b) mit c>0,
Aussage: (|f] und f)€R(a,b)
Bew: Mit f ist auch |f|€R[d.,d;] V a<d;<d,<b. Das Cauchykriterium

3704



liefert die Beh
Bem: Minorantenkriterium

Falls 0<g€R[a,b] und |f(x)|=c*g(x)

Bsp 6.7.3:

* |51n xl * ” |81n.x\ A
a) [ x=[ x . xs |

1 1 (1>1 F#00 1 1 (7.>1 F#00

1fallsx €Q
b)) f(x)=
-1 sonst

erfiullt

ldt abs existent & o>l

c) O} [t

o>1: 1

<—
tO{
v+

veN, f

v ¥

divergente Reihe,

sin ¢
t(X

Los: <V

« ) | sint | 1
=0 0<o<l: >

aber

sin ¢

Aber ! e

existiert fiur o>1...

) f e tt*ldt existiert V x>0, da e tt¥l<
(0]

S6.7.4(3705)

Vor: peZ & f auf

[p, )
Beh: Uneigentliches Integral f f(

o0

25 f(n) konvergiert

n=p k=p+1
© 0 q
—1lim
) f(n) D f(x)dx=L1im [ £(x)dx
n=p P iy
q q-1 q g-1
D fm)=) ftl) <[ f(x)dx<) f
n=p+1 n=p P n=p
Bew:f monoton fallend = f(n+l) <f (x) <f (n)

n+1l

f(n+l) < J" f(x) <f(n) = Beh.

Andere Formulierung:
Vor: f:[1,0)—(0,0) monoton fallend

0

DY f(k)<o & Oi[ f(t

k=

Aussage: ) dt<oo

3705

A A (5 S )

Integralkriterium flir Reihen

Y f(n) g} f (x)dx
!

V x€(a,b) = |f|#R(a,b)

.Voraussetzung im Intervall integrierbar nicht

v+

* J" |sin t|dt=

v ¥

" 10<t<l1

t ?

cxg,tzl

positiv und monoton fallend.

x)dx konvergent <

=)
n=p
£ (x) dx=qZ [ f(x)ax

V x€[n,n+l] =

T W +1)“

vV veN



Bew: f monoton fallend = f€R[1,c] V c>0
k+1

) = f £ ( f(k+1) V keN.
n n+l n+l
D f(k)= (t)ydt=) £ (k)
k=l 1 k=2
Bsp 6.7.4

) 1/(nlog n)...f(x)=1/(xlog x) ...

n=2
0 dX log a ud
— e — loga _ _
J' xlogx I o =log ul,,-=log(log a)-log(log 2)
* u=log x, x=e", dx= e"du
& 1 - 1 . 1 . 1
o0 —— <0 & ——————j;dt=1ﬁn ——————T;dt=1ﬂn(————(lo
= k(log(x)) | Goein e f t(log(1)) e 1o g Y
t) 1-a 62 -.,d<
a>1
< o>l

0

A6.7.1 Zeige, dass das uneigentliche Integral .[ x*dx fir 0 <o <l
1

nicht konvergiert.

A6.7.2 Zeige, dass das uneigentliche Integral J'x“dx fir a>1
[0}
nicht konvergiert.

0

A6.7.3 Zeige, dass das uneigentliche Integral .f x“sin xdx flr
1

0 <o <1 nicht absolut konvergiert.

* |51n_m \51n x| < f””“ d
" +Dm sin x| dx
LOs: f E f‘ 222 o |

1 k=1 >0,unabh von k

“ 1
b dx
).i 1+ x?
ILOs:.. ;j{i arctan a- llnl arctan b=n/2-(-mn/2)=

A6.7.4 Berechne die folgenden uneigentlichen Integrale

1
) —dx
J V1 - x?
- lima 1 lim ; a
Los: .. ! dx= ' arcsin x|g =
a—1 ¢ 1 - x? a—1

lim srcsin a-arcsin 0=m/2-0

a—
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- 1
b dx
)-‘o[ 1 + x?
1os: .. ij{g arctan a—ljﬂl arctan b=n/2-(-mw/2)=

)} S
0 Vl'X5

- x° - | - 5x* )
Lds:..=11im —dx=1lim (- — =
a—1 P /1_ 5 a—1 5 6‘1
(u1x=>x1u:>xO:>u=,xa:>u1a,du=—5x4)
1- 5
lim_ = _ ]_ 1/2_141/2 _
in- 1/5lin ) du=
1
_ 11 1/2_3 3/2y |1-a® _
1/5ajp( - S |

- 1
d) | dx
3 1 + x)
Lés:...=lim (Lo )gy_limeg x| -log (1+x) |5 =
a— o X 1 + X a— oo

log1=0

a
lim (1og a-log(l+a))+log 2=1im (109 == 115g 2=10g 2
a \_V_J

a— oo

a

lim

a— o

l+a=l,1log stetig

A6.7.5 Untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf
Konvergenz

©

a)f sin xdx

a

Lés:%ig-f sin xdx=£}§(—cos atcos 0), lim existiert nicht,

uneigentliches f existiert nicht

1
1
b)_[ ogxcosxdX

; Vx
Los:|cos x|<1, |log x| = -log x=log 1/x=log t <t*=(1/x)%*=x* V oaeR,
x€(0,1)
log t=0, (1/x=t, tc(l,x)),
log x cos x x ¢ ! ’ ! . 1
— < =" ’ f 1 konvergiert fir 0 <—+o<l, Bsp
< 1/2 —+a ~—+a 2
X X2 0 X2

6.7.3, uneigentliches f konvergiert.
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