3.(1600) Unendliche Reihen

3.1(1600) Definition und Konvergenz

D3.1.1(1600)
(.)Seil (zn)SZOCIK gegeben. Dann heilt die Folge (S,) 7_,,

n

definiert durch SnF=25 zv, n€ENy, unendliche Reihe, fur die
v =0

kurz lg'zv geschrieben wird. S, heiBt die n-te Partialsumme
v=0

o0
von E zv und Z, deren n-ter Summand.
v=0

(..)Eine unendliche Reihe 25 zyv heilBt konvergent: <

v=0

3 %}§85=SEK. Dann schreibt man auch S=2§ Zy .
v=0

Andernfalls heiﬁtzf zy divergent.

v=0

Bem:1.)Das Symbol}f zy ist generell nur Abklrzung fiur die

v=0

n
AN
v =0

o

Folge und im Falle der Konvergenz bedeutet

n =0

0 n

3 : lim
Z zy zusatzlich —= Z Zv.
v=0 v =0

o0

2.)Fur m€Z bedeutet 22 zy die Folge

v =m

n
E z,
vV =m

3.)Fuir (a,)©R ist uneigentliche Konvergenz von
{ Z av
v =0

4.)Ist (S,

@0

gegen o oder -o wie in D2.2.5 erkléart

n =0

_oCC eine beliebige Folge, so ist mit

zvi=Sy=Sv., VEN;, S..:=0, S,=3 =z, neN,, d.h. jede
v =0

Folge léasst sich als Reihe schreiben.

Andere Formulierung:
Unendliche Reihen sind nichts anderes als Folgen (S,)
mit Zuwachsen z,:=S,-S,.;, v=1, z,=S,.

D3.1.2(1602) Fiir ein z€K heiBt 25 z¥ die geometrische Reihe.

k =0
S3.1.1(1602)Die geometrische Reihe ist divergent V zeKmit |z |>1.
Sie konvergiert V z mit |z|<1 und es gilt

- 1
Y z'=—— ¥ |z|<1.
k =0 1-2z



S3.1.2(1602)Rechenregeln und Konvergenzkriterien flr unendliche Reihen

Vor:Seien (zy), (wy)< C und ;E'zv,zs wy konvergent.

v= v=
Beh:Notwendige Konvergenzkriterien
Zu 1.) und 2.), siehe auch Bem unten

1.)Die Partialsumme S¢=2§ zv, N€EN,, 1ist beschrankt.
v=0

Bew: Aus Konvergenz folgt Beschranktheit,

2.)z, = 0

n— oo

3.)Ist Z z, konvergent und ist A €K beliebig, so ist

k=p

auch Z Az, konvergent und es gilt Z )\.Zk=)t.2 Zy.

k=p k=p k=p

4.)V a,peC ist 28 (azfﬂhw)=a2§ L&B;S wy, konvergent.
v=0 v=0 v=0

. . o0 Z ) e oo
5a) Fur den Reihenrest gilt R,:= Z ZV:(;:) Py —,Z; V) 70, meN,,
v =m+1 %: —" \%_ —

d.h. es gilt %EQE%=O.

Andere Formulierung und Verhalten zy:

0

S5b)Falls eine Reihe Y 1z, in K konvergiert, folgt auch die Konvergenz

k =p
0

k > ' lim 4 = lim =
von ;Z' zy V m=p und es gilt [iMz=0, 1M z=0.
=m k=m

6.)Ist(r1k)]‘f:O mit ng:=0, n<ng:, k€N, eine Teilfolge von
n,. -1
(n) 7_, und setzt man cy:= lz' zx, VEN,, (zwischen n, und ny;,
k=n,

gibt es einige ny) so konvergiert die unendliche Reihe

2? cy und es gilt 2? ch=2§ zy (d.h. in konvergenten Reihen
k=0

v =0 v =0

darf man beliebig Klammern setzen).

Bem:1.)Cauchy-Konvergenzkriterium S2.4.2 flr unendliche Reihen.

Sei(z,)cC. Z zy konvergiert & VE>0 3 n;(e)eEN mit
v=)

| Y zy<e ¥ n>m>n;(e). (d.h. [S,-S,) < & ¥ n>m>n,(e)).

v=m+1

Andere Formulierung:

Eine Reihe Y 7.z, in K ist genau dann konvergent, wenn

gilt n+g
V €>O 3 NER+ V n,qEN:anaX{N, q_l}n+l>.‘\",r1+ (TV_J>N:H+qZI7+l Z Zk <g
eND g k=n+1
J— n+ o
| Sh=Snl - Z Zy |
m=(n+q)EN —

V £€>0 3 NeR, V n,n+geN:n,n+g>N = [S,-S,.q| <t



[ee)

2.)25 (-1)v ist divergent, da s..,::=0, s.,.=1 V neN,.

v=0
i’ ((=1)%+ (—1)2”1)=i' 0=0
v=0 v=

9
D3.1.3(1605)Eine Summe der Form QS (bx=by;1) heiblt Teleskopsumme, eine

k=p
Reihe derselben Form (also mit g=w) heilt Teleskopreihe.

S3.1.3(1605)Eine Teleskopreihe konvergiert, wenn (by) €R, eine Nullfolge
ist und in diesem Fall ist der Wert gleich Db;.

D3.1.4(1606) Eine Reihe 2? ay in R heiBt alternierend, falls

k =p

a,=(-1)*la,| fur alle k=p

S3.1.4(1607) Leibniz Kriterium
Vor: (a,) € R, a0 (n—ow) .

Behzgg'(—1)“afﬁm—a¢+afﬂ%+—... ist konvergent.
n==0

Mit S,:=2 (-1)¥ay,, n€N, gilt S, S, -7
v=0
FehlerabSChétZung Sgn_82n+1:agn+1, Son—Son-1=as .

Benn[ShHJSmJ, neEN, ist eine Intervallschachtelung, die sich

auf S=;S'(—l)%h zusammenzieht.
v=0

Andere Formulierung

Ist die Reihe 25 ay alternierend und ist die Folge (laxl) » fiur
k=p

irgend ein g=p eine monoton fallende Nullfolge, so ist die Reihe

konvergent. Bezeichnet a den Wert der Reihe, so gilt immer

Sonn<as<sS,, V n> (q_l) /2 .

=q



3.2(1700) Reihen mit nicht-negativen Gliedern,
Absolut konvergente Reihen

S3.2.1(1700)

Seien a,=0 V k>p. Dann ist die Reihe 25 ay entweder konvergent oder
k=p

bestimmt divergent, und der erste Fall tritt genau dann ein, wenn die

Partialsummenfolge beschrankt ist.

D3.2.1(1700) (z,)c C. Die Reihe , z, heiBt absolut konvergent:e
n=0

o0

QS'IZHI ist konvergent. Wegen S3.2.1 Schreibweise 251|Zn|<00
n=0 n=>9»

S3.2.2(1700)

[ee}

2 or (W) P cC  a,20, b,20”_ =R , neN,.

Vor: (z,) o

Beh:
1.)Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent

(e o}

o0
E | z,| konvergent = E z, konvergent.
n=0 n=%

Bem:a) Konvergenz absolute Konvergenz

« (D" v 1 .
b konvergent, = divergent

n =1 n =1

b) Insbesondere darf man bei absolut konvergenten Reihen
rechnen wie bei konvergenten Reihen

o0

c) Es gilt |i’zn| = 3z
n=0

s1.2.16.)

2.)Majorantenkriterium

| z.| <b,, V n=n, und ;E'bn konvergent = gg'lznl konvergent
n=0 n=0

Andere Formulierung:

Aus |zy|<by V k=p und 22 b,<o folgt die absolute Konvergenz
k=p

der Reihe 25 Zy.
k=p
3.) Minorantenkriterium (MinK)
| 201 2b,20  Vn>n, und Y, b= = 3 |z,|=0
n=0 n=0

Andere Formulierung:

Gilt ) by= und |z.|=_b, fiir fast alle k mit V k€N, mit

k=0

£:>O, so ist 25 ay=0 (d.h. ab bestimmtem Index m)
k=0

4)yWurzelkriterium



¥
4a) I 0<g<l mit VE;[Sq V n>n, = z: | z, | konvergent.
n=0

o0

iflz.| =1 fir unendlich viele neN = 25'|zn|=w.

n=9
4b) Vor: In 25 Zn, Za#0 V n=n,
n=>0
Beh.: (.)lim lz,] <1 = > z, absolut konvergent.

n=0

n— o

(..)limnng>1 = ;S'zndivergent
n=0

5)Quotientenkriterium
Vor:z,#0 V n>n,, neN und 3 0<g<l

o0
Z,

5a) Vor: ® |—2*11<g<l V n>n,>n, Beh: @ E | z, | <o0.

z n n=90

> o0
Vor: e e |—2*L1>7 VY n>n, Beh: o @ 2 | 2, | =00

Z
n n=>9»

o0

<1V n=n,>n, = 25'|znhan(25 z, absolut konvergent)
n=9» n=9

Zu+1

z

n

5b)Beh: @ lim

n— o0

ee lim [Zn+1

n— o

>1 V n=>n, = E | z,| =00 divergent
n=0

z

Achtung!

Will man das Wurzel- oder Quotientenkriterium anwenden, so darf man sich
nicht mit dem Nachweis begniigen, dass

Z
n n+1

bzw

Z

n

fast immer <1 ist. Es ist vielmehr unumganglich, eine feste

n

postive Zahl g<l1 aufzufinden und die ab einer Stelle nicht mehr von gy

Z
n

Zn+l

bzw Ubertroffen wird. Wenn die besagten Wurzeln bzw Quotienten zwar

z

<1 sind, aber doch beliebig nahe an 1 herankommen, versagen beide
Kriterien (sie bringen keine Entscheidung) :

Y E divergiert, Y _}5 konvergiert - aber in beiden F&dllen strebt sowohl
n n

die Wurzel als auch die Quotientenfolge gegen 1.

Bem: D2.4.2'’ Bem 4.) =
Falls Quotientenkriterium anwendbar, so ist auch Wurzelkriterium
anwendbar. Umkehrung gilt iA nicht.
Das Wurzelkriterium ist machtiger als das Quotientenkriterium.

' Z \ \ \ \
Falls %}g Zr*ll=1, macht es keinen Sinn, das Wurzelkriterium zu
Z.”

Zn+] Zn+]

<L yfa, | <1limgfa, [<lim
keine Entscheidung mit dem Wurzelkriterium mdglich. Es gilt sogar

lim n ‘a” |=l da auch lﬂ n ‘Cl” |=l

n— oo n— oo

=1 = lim”‘a |=1 =
n— oo

n

probieren: 1=11m
n— o

“n

bEl



Bem:1.)Beide Kriterien verlangen ,schnelle,, d.h.

geometrische Konvergenz, d.h. |z,|<cg® mit g<1l,c>0,
IR.I<c Y dg'=c g} g'= q
k=n+1 k=0 1- g

2.)Gilt %}ggmz“\21 = 3 Teilfolge |2z, |—o = Divergenz

. lim Zn+l . Zrtl(+1
Gilt = ——>1 = Divergenz <« |——|=1
n— oo Zn an
1 n _ llm ZI]+] _
3.)Falls %ig1ﬂaj—l bzw ::;—2;—7—1, so kann

o0
Divergenz oder Konvergenz fir E z, vorliegen.
n==0

Bem:ZE' | Z, | <00 = 1: S |z, | °<00
x =0 x =0

S3.2.3(1717) Cauchy-Schwarz-Ungleichung

o0

Vor: (z,), (W) ©C, X lz.l%<0, > |w,|?<w
n=0

n=0

o0

5 w\s S izl < |3k
n =0 n =0

n=9

Beh:;Z'|2ﬂ%|<w und es gilt
n=>0

o0

2 2
2w
n =0

S$3.2.4(1719) Verdichtungssatz wvon Cauchy
Vor: (a,) € R, a.\¢

Beh: a, konvergent & 2"a . konvergent
g 2
n=0 n=0

Andere Formulierung:

o0

Sei (ax) ©_, eine monoton fallende Nullfolge in R, und sei

b,=2*a . fir k=0. Dann sind ) a, und ) b, entweder beide
k=1 k=0
konvergent oder beide bestimmt divergent.



D3.2.2(1750)

1.)Sei (zy)cC, dann heiBt Y w, eine Umordnung von Y, z,:
v=0 v=0

d eine bijektive Abbildung ¢@: Ng—=N; mit wy=2z,,, V veEN,.

Andere Formulierung:

Fiir jede bijektive Abbildung @ :N—-N heiBt Y z4u, eine Umordnung der

k=l

%0

Reihe 25 Zy.

k=1

2.)Eine Reihe heilt unbedingt konvergent, falls jede ihrer Umordnungen
gegen den gleichen Grenzwert konvergiert.
Ist eine Reihe konvergent, aber nicht unbedingt konvergent, so heilt
sie bedingt konvergent.

BSp-S CD° L, bedingt konvergent, #da S %JFZ -D*
- - ’ k=1 2k -1 k=1 2k

%0

Andere Formulierung 1.) flir reelle Zahlen:
Seien (ay) xeN, (a;)mN 2 Folgen reeller Zahlen. Dann heiBt 25 a; eine

ke
k=1

Umordnung der Reihe 25 ax, wenn a,=a, VY (€N,

k=1

k

eineFunktion

N—- N, k(/)=k, bijektiv, d.h. D a = Y q
k=1 k=1

UmordnungderGlieder

S$3.2.5(1750) Absolut konvergente Reihen sind auch unbedingt konvergent

Vor:Sei (zy) J_,< C und ;Z'Izvllj S<o0,
V:() V— O

[ee)

Aussage:Fiir jede Umordnung >, Zor) VOI Z zy gilt >/ |z¢<v,|=2 | zy| =5 <00

@(v)=0 v=0 @(v)=0 v=
e} o0
und S= 2, Zq)(v):z; Zv
#(v)=0 v=0

o0

Bem: 1.) 2 |ay| <o < Z | Reay | <o und Z | Imay | <oo

v=0 v=0 v=)

2.)(av) /5 ©R, 25 | ay | =0, 25 ay konvergent,
v=0

v=
+ 1 I |
ar=—(lavltay), a, == (lavl-a,), vVEN, =
2 2
av=a-a, & Zal‘f=2 a, =0
v= v=>)

V seR,U " I Umordnung b,=4¢, , VvEN,:

3 b5 (bzw [im ¥ peszs-lim 3 b
v=0 v v



S3.2.6(1753) Riemannscher Umordnungssatz

Sei eine Reihe 25 a, in R gegeben, welche konvergent, aber nicht absolut
k=1
konvergent ist. Sei weiter a€r beliebig vorgegeben. Dann existiert eine

Umordnung 25 a® ,,, welche konvergiert bzw bestimmt divergiert und den
k=1

Wert a hat.

Andere Formulierung

s

Vor: ax€R, 22 ay konvergent, 22 lax| nicht konvergent

k =0 k =0
Aussage: d Umordnung 28 by. von zf ay: S=2§ by fir S beliebige Zahl,
k =0 k =0 k =0
d.h. die Reihensumme &adndert sich beim Umordnen, ist also
nicht unbedingt konvergent.

S3.2.5&6 (1756)

Absolut konvergente Reihen - und nur diese - sind auch unbedingt
konvergent

Bem:

1.)Ist eine Doppelsumme 25 a, absolut konvergent, dann darf die

(k=1

Summationsreihenfolge vertauscht werden.

[e'e}

2.) Z | zy| <0 < Z |Re zy|<co und Z | Im zy| <00

v=0 v=0 v=)

3.) Sei (av)cR, 25 |ay| =00 und 25 av konvergent.
v=0 v=0
N |

—_ A da.,
v o5 (lavl+ay)

1
“ Y5 (lavl-ay), veN, =

Sei

o0 [ee)
_ - A _
av=a' -a,, lavl=a+a] 2 a’= 2 a, =n.
v= v=0
V S€ER oder S=#+ow I eine Umordnung by=a,wy,, VEN,, mit

N b5 (bzw @i’ bv=szzslz%f by)
v=) v=0 v=0

Doppelreihen
D3.2.3(1765)

// D2.5.1(1550) Doppelfolge reeller (komplexer) Zahlen
// Abbildung a: N*BR#CW: (n,m) > zun, (Zom) sma

D z.mit z,, Doppelfolge reeller (komplexer) Zahlen nach D2.5.1 heiBt

k=1
Doppelreihe. Mogliche Bezeichnungen.

o0 mn

anER #(C)#r Z an::(snm) :imil ’ Snm::Z Z Zx1 V n,mEN.
k=l /=l

ENIES



D3.2.4(1765)

=

® (Su) 7, = S€ER #(C)#: > 2z, heiBt konvergent und Z z,=S= lim

k. l— oo

Skl-

o0

k,l— oo
k=1 kol =1

e D 7. heibt absolut konvergent: 3 |z,| konvergiert, 3 |za|<00

k.l =0 k.l =1 kel =0

1

Schreibweisen:Absolutpartialsumme: S = Z Z | Zy1 ],

Folge der Absolutpartialsummen: (Enm) f,nfl .

2.)Cauchysche Abzéhlung N2 nach den Diagonalen A.:={(k,1) |k+1=n}
(0,0) (O 1) (O 2) 2 (0,3)%°

(1\,7/
<2,<r/ /
/

(3,0) ¢ (3, 1)

Bijektive Abb @: No—>N2 mit @(0):=(0,0) und ist @(j)=(k,1) =
(k- L1+1) fiirk #0

¢ (3+L): { (I +1.0) fiirk =0

Allgemein: Sei @=(k,1): N N, @(3)=(k(3),1(3)) V jeEN eine Abzahlung
von N?, d.h. eine bijektive Abb von N in N?. Berechnung des Wertes

o0

>z, durch Berechnung des Wertes der Abzahlung Z Zx(5)1(5) Mit S3

k.l =1 k.l =1

S3.2.7 (1767)

Vor: (zu) <=, bij. Abb ¢=(k,1): N N?, ¢o(3)=(k(3),1(3)) V jEN,

S

d.h. ¢ zahlt N?ab (siehe oben), awuig) 7=

2.7

Aussagen: ® 3 |Zkl|D§z4S e Y 1zl =8 = ee 3 7,.=3 7.,

k.t =1 2. j=l D324 ki =1

B und'ZzA, =z, VkeN = Z ZZA/) )
S$3.2.8(1768) > z,=S=lim g 5252/—1 = - ¥

e l— oo -
k=1

MndOOZZ/"_Z VﬂEN:> Z(ZZA/) k.l =1

5252/—1 r=

Zyi= S



S3.2.9(1769) Cauchyscher Doppelreihensatz

mn oo

vor: (zu) 7 = €C, S Z Z zw ¥V n,meN, X zu:=(Sw) .-

kol =1

# Bezeichnungen k Zellenlndlces, f Spaltenindices

o0

Aussage: Z |z, | konvergiert|e Z (2 | zw|) konvergiert, d.h.

k.l =1 =1

2

Zeilenreihen Z |z | konvergieren V keN
=

und

NN 20<Y (Y lzul)<t o

k=l =l k=l ¢ =l

20

o Z (> lzwl| konvergiert, d.h.

=] k=l

20

Spaltenreihen Y |zy| konvergieren V (€N

k=l
und

SN 2= (Y Jzul)<too

=l k=l =1 k=l

Andere Formulierung frei nach Skript Uni Greifswald

Zusammenhang zwischen Z Z Zis, Z Z Zis, Z Z Zg(x

j =0 J =0 mllemmmmmmmmmm, k=0 =0

Vor: z;;€C, i,jeN, fz: -N—-rNX‘N bijektiv,
d KER V endliche Mc NxN: > |z | <K.

(i, j)EM
Aussagen: © Jede Zeilensumme Zi:=Z z;; konvergiert
j=0
LA Jede Spaltensumme S;:=) z;; konvergiert

j =0

LA S Z; und Z' S; konvergieren. Z Zy Z Sy=:5

i =0 j =0 j =0

X E XK 25 Zt )
k=0

Bem:m Bezeichnung: S= Y, Zi;

Bem und S3.2.5 = V bij £ 3 eeee s5=3% 2

k =0
Andere Formulierung

Vor: Zkle C, k, lENo, M:=Sup{2 Z lell :HEN}<OO
k=0 1=0

0

Beh:i’ (S Zx1) g S (Z Zx1) s Z’ (,\%0 Zy1) konvergieren absolut und haben

k=0 1=0 1=0 k=0 k=0 k+1=n

denselben Grenzwert.



Andere Formulierung frei nach Uni Dortmund
Vor:z;;€K #C#, 1i,7€N,

d Abzahlung ((ci)ien aller Elemente z;;: > ¢, absolut konvergent.

i=l

Aussage:

® Jeilensummen Z;=_2 z,; absolut konvergent

JEN

® @ Spaltensummen S;=_ =z absolut konvergent
ieN

o0

e 060 f[s gllt S Zizi‘ szi‘ Ci= Z Ziy.
i=l j=l i=l

i, ;=

S$3.2.97 (1779) Grober Umordnungssatz
(Originalfassung siehe unten ,Andere Formulierung“)
Vor: J abzdhlbar unendliche Menge #von Indices#,

Abb in K jbaj: 2; a; absolut konvergent,
JE
Menge J,, k€N ist Zerlegung von J.
Aussage: © 25 a; absolut konvergent @ @ 25 as= (25 as)

i€, jed -~ =
Andere Formulierung:
Sei J eine abzahlbar unendliche Menge und seien J,, k€N,

eine Zerlegung von J. Sei ferner jPa; eine Abb von J in K, so, dass

Z a; absolut konvergent (Z la;| <o) .
JET

jeJ
Dann konvergieren auch alle (*)fz a;, JE€Jx absolut und es gilt

(**) %; aj:Z (Z aj)

jed,
k=1

Bem:1.)Es darf S=xow gesetzt werden.

2.)Ist eine Doppelsumme 25 a,, absolut konvergent, dann darf

(k=1

die Summationsreihenfolge vertauscht werden.

S$3.2.10(1781) Vertauschung von Grenzwerten
Vor:Seien Zahlen a,€K V n, k>0 gegeben, derart dass folgendes
gilt:

a)3d bEeR,, fir die gilt: |aml <b, V¥ n,k=0, )} by<x.
k=0

b) Fir jedes feste k=0 ist die Folge (an) [ _
Grenzwert sei mit ayx bezeichnet.

, konvergent und der

w0 o0
Aussage: o ) [, fir jedes n>0, und ) [ absolut konvergent und es gilt
k=0 k=0
ee lim .
n— o Z Snk Z Sk -
k=0 k=0

D3.2.5(1782) Expotentialfunktion fir komplexe Zahlen:

oY)

exp (z)= 25 z5/k! V zeC.

k=0



S3.2.11 (1783)Expotentialreihe

o0

® Die Reihe 25 z"/k! ist fir alle z€C absolut konvergent.

k=0

®e V zeR gilt weiter D z"/kl!=exp(z)=11M (14+z/n)".

k =0

S$3.2.12(1783) Ist 25 a, absolut konvergent, so sind es auch die Reihen

n =0

Z a,, und Z a1 und es gilt Z a,= Z Ao+ Z Aonsq -
n=0 n=0 n =0 n=0 n =0

D3.2.6(1784)Fiir Reihen 25 a, und 25 by in K heiRt die Reihe 25 c, mit
k=0 k=0 k=0
k k
Cg=25 akﬂbf=25 bysa; V k=0 das Cauchy-Produkt der
3=0 3=0
Ausgangsreihen.

S$3.2.13(1784) Cauchy-Produktsatz

0

Vor:Seien (z,), (w,) <= C und.‘z' |z, | <0 abs konv, 2: |wy | <0 abs konv.

n =0 n =0
Beh:0rdnet man alle Produkte zjwy, j,k€N; in einer Folge
(Py) 7_,an #wie z.B unten nach 2.)#, so gilt

1Y 120=(X 1z, (X Jwel) und 3 B=(> z) (3w
r=0 3=0 k=0 £=0 3=0 k=0

2.)Speziell gilt

[ee) n

S (Y 2w = Hn (3 2 ( X wo=(> z) (X wo .
k=0

n=0  3j=0 5=0 5=0 k=0
ZoWo DZoW1 ZoWs W3 eeeennn
oWo Z/ 0 lz/o Z/o 3
ZiWo S ZiW TZaWs ZaWs e
ZoWo oW1 ZoWy ZoWs
L/
o0 o0
Gilt nicht, 2 Zy, 2 wy wenn konvergent, aber nicht abs konverget
35=0 k=0

Andere Formulierung:

Vor: (z,), (w,) < C und Y |z.l<o, Y |w,|<o.
n =0 n =0
k ©
Beh: Dann ist mit Cf:Z: zwWyv, KEN, die unendliche Reihe 25 Ck

v =0 k =0

absolut konvergent und es gilt: ) cg=(2: Zy) (2: W) .
v =0 u =0

k =0

Andere Formulierung frei nach Skript Uni Greifswald
Vor: 2: Zn und 2: 39 absolut konvergent,

n =0 eC n =0 eC

d

o0 0 n 0 =
Aussage: O z;w;=) n =(D zi) (2 wy)
i.j=0 n =0 :Z:;W,H i=0 i=0
i=0



Andere Formulierung

Sind die Reihen 2? a, und 25 by beide absolut konvergent

k=0 k=0

und gilt D3.2.6, so folgt die absolute Konvergenz von 25 c, und es gilt

k=0
Y c=() a) () by
k=0 k=0

=0

~

3.3(1800) Dual- und Dezimalzahlen

Im Folgenden sei geN\{1l} fest gegeben.

D3.3.1(1800) Die Zahl g heiBe im Weiteren die Basis (fir die g-adische
Zahldarstellung) . Die ganzen Zahlen 0,1,...,g-1 heiBen die Ziffern
der Darstellung.

Eine Reihe der Form j? z,/g* heiBt die g-adische Reihe, falls die z,
Ziffern sind (also zfé{O,l,...,g—l} V k) und falls z,<g-1 fur
unendlich viele k gilt.

Offenbar ist jede g-adische Reihe konvergent, denn j? (g-1)/g* ist
eine konvergente Majorante: -

0 -1 0 0
Y <) =)
k=1

k=1 g k= 9

K
1 & 1 < 1 .
= —=) |—| konv., da geom Reihe.
g x=0 & x =0 g

Im Fall g=10 sprechen wir auch von Dezimalreihen, fir g=2 von
Dualreihen und fiir g=16 von Hexadezimalreihen.
#Sinn der Festlegung: zy<g-1 fiir unendlich viele k siehe S3.3.1#

S$3.3.1(1801)g-adische Zahldarstellung reeller Zahlen (siehe auch A3.3.4)
Jedes E€[0,1) besitzt eine eindeutige Darstellung als g-adische
Reihe, d.h. es gibt eindeutig bestimmte
z€{0,1,,...,9-1tmit z,<g-1 (siehe Bem 2.) unten) flr unendlich viele

keN, sodass E=) z./g".
k=1
Zusammenfassung:

20

ro€[0,1), g=2, y:Z z/g¥, o viele z,.<g-1: r,(”:Z z./g"*< g % ¥V k.EN.

k=1 ko +1
Bem:1.)Diese Darstellung heiBlt Dezimalbruchentwicklung, falls
g=10, Dualbruchentwicklung, falls g=2.
2.)Verlangt man nur z,<g-1l, so geht die Eindeutigkeit

>e
g - hko+l g- 1
. v
verloren: = g
2 Darsteltungen fiir die gleiche Zahl

S$3.3.2(1803) Das Intervall [0,1) ist uUberabzahlbar



D3.3.2(1803) Wir nennen manchmal eine g-adische Reihe auch g-adische

Entwicklung einer Zahl und schreiben 2: z2./9=0,2,2,25. ..

k=1
Fir g=10 bzw g=2 bzw g=16 sprechen wir auch von einer dezimalen bzw
dualen bzw hexadezimalen Darstellung einer Zahl.
Eine solche Entwicklung heiRt periodisch, falls es kg, p€N gibt, fur
welche z,,,=zy V k>k,. Das kleinste p mit dieser Eigenschaft heiBt auch
die Periodenlange der Entwicklung.

S3.3.3(1805) Die g-adische Entwicklung einer Zahl E€[0,1) ist genau
dann periodisch, wenn E£€Q ist.

Bem: (.)Es gilt x,b™=) ab”

n-1 es)

n-1 o
(da nach(a) xb7=x-) ab'=3 ab™-} ab'=) ab”) n>n.

v=m v=m v=m v=n

(..)Fiir obige a, gilt nicht: {a,=b-1 fiir fast alle n)|

3.4(1900) Abelsche partielle Summation

S3.4.1(1900) (Abelsche partielle Summation)

vVor: (wy) ., (zv) o _,cC, An:=Z wy, NEN,
v =0

Beh: Z Wy Zy= Z Ay (Zv=Zvi1) TALZ 1

v=0 v=0

Bem:Z Ay (zy—2Zyv1) konvergent & 3 %}T A Zn = Z wyzy 1st kvgt

v =0 v =0

S3.4.2(1900) Dirichlet-Kriterium (DirK). Siehe auch S3.4.4

Bez: (a,) ¥ 0 bedeutet monoton fallend und %}Q a,=0

Vor: a,€R, (a,) T_ 0 (d.h. a,=0) *

3 k>0: B.=) by, IB.I<k, b.eC, (b)) 7_, Vn
k=0

0

Beh: ) ab, ist konvergent.

k =0
S3.4.3(1901) (Konvergenzkriterium von Du Bois-Reymond)

Vor: (wy), (zv) €C, Z | Zy=2Zys1 | <0 und Z wy kvgt (An:Z wy = A)
v =0

v=0 v=0 n— o0
Beh: (.)3 %}Tzn, (..)25 | Ay (Zy=Zvs1) | <00 und (m)zg wyzy ist kvgt
v=0 v=0
Bem: Spezialfall
Sei (wy) 7, <C, (zv) 7_,<R, (zy) 7., monoton & beschrankt,
Z wy konvergent = Z wyZy konvergent
v=0 v=0



S3.4.4(1902) Konvergenzkriterium nach Dedekind

20 n oo
Vor: (wy) 7y, (zv) T, C, 2 | Zv=2vi1 | <0, 2z, o 0 und sei E w, beschrankt.
n— oo
v=0 v=0 n=0

o0 o0

Beh:Z Wy Zy =Z Ay (zv—2zvs1) konvergiert, wobei Z | Ay (Zv—2Zvs1) | <00, Vne N,.
v=) v=0 v=0

Bem: S3.4.2(1900) Dirichlet-Kriterium (DirK) :
Vor: a,€R, (a,) 7o 0 (d.h. a,=20) &

3 k>0: W=) w., IWI<k, w.€C, (w,) 7_, V n

k=0

Beh: 2: ayw, ist konvergent,

k =0
Z | Ax (ax—ax+1) | <0 & Z Wkak:Z Ay (ax—axa1) | .
k=0 k=0 k=0

Ist Sonderfall von S3.4.4
Zusammenfassung
Vor:

Fir alle: a,€R, wy,z.€C, k€R, k>0, An=2 wy NEN,

v =0
S3.4.1(Abel) S3.4.2(DirK) 3.4.3(DBR) S3.4.4 (Dedekind)
(wy) f:() ’ (an) i% 0 ( a,=0) Z | Zv=2Zvyy1 | <00 Z | Zy=Zyi1 | <00
v =0 v=0
(ZV) f:() CC Zn:) 0.
| )z <k A, = A (konv) |[ZWV] | <k
k =0 e v=0 n=0
Z | Zy Zv+1 | <00
v =0
Aussagen:
Z Wy Zy= Z agzyx konv | lim Zony
Y 4, (z, +z,, \ \
é: ‘( k ' 1)+ Z | Ay (Zy=Zvs1) | <A Z | Ay (Zyv=Zys1) | <00
*konv v=0 v=0
Az, ., . &
n<n = A Zy—Z =
LA Z:O V(2= Zyi1)
*: Z WyZy kOnv Z wWyZy konv Z wyzy konvergent
v=0 v =0 v=)




3.5(2000) Potenzreihen

D3.

S3.

S3.

0

5.1(2000) Sei (ax) 7—,<C und z,€C. Dann heiBt Y a.(z-z,)* fur zeC

k =0
eine Potenzreihe (PR)um Entwicklungspunkt z, und
Koeffizienten a,, k& N,.

5.1(2000) Gegeben sei eine Potenzreihe 25 ay(z-zy)". Dann gilt:
k=0
a)Die Reihe konvergiert trivialerweise flir z=z, und ihr Wert
ist glelCh ao(Zo_Zo)=a000=a0

b) Ist die Reihe fiir ein z=z,#z, konvergent, so ist sie

absolut konvergent V z€C mit |z-z,|<|z:i-2z]|

5.2(2001)Zu jeder Potenzreihezf ax(z-z¢)* 3 genau eine Zahl R mit

k =0
0<R<w, der Konvergenzradius (KR) der PR, mit der
Eigenschaft:

. konvergiert absolut Vz € Cmit |z - z,|<R
) 2 (z-20)* divergiert VzeCmit |z- z,|>R
k=0 k — 40

Ferner gilt R=1/%}$zﬂbh\(Formel von Cauchy-Hadamard),

. 1
wobei — 1=, — :=0
O

(o o]

Bem:1.) |z-z,|=0 V z€C bedeutet %}gnkajzo, 1/0:=00

| z-z¢|=0 bedeutet hier Konvergenz nur in z, gegen a,.
2.)Das Konvergenzverhalten der PR flir |z-z¢|= R muss im
Spezialfall untersucht werden.

Andere Formulierung:

S3.

Sei eine Potenzreihe 25 ay(z—-zy)* gegeben, und sei R=1/%}gq¢aj ihr

k=0

Konvergenzradius. Dann ist die Reihe absolut konvergent

V zeC mit |z-2z,|<R und divergent V z€C mit |z-z,|>R, wobei
flir R=0 die erste und fir R=w die 2. Menge leer ist.

5.3(2004)GleichmédBige Konvergenz von Potenzreihen

20

Sei eine Potenzreihe Y a.(z-z,)" mit einem Konvergenzradius
n=0

. 1 1 . .
R>0 gegeben und sei 0<r<R =» —<— . Dann konvergiert die

R T

Potenzreihe gleichmaBig flur alle z mit Iz—zo|§£r.

Andere Formulierung aus wikiversity:

Es seil (c,).ex eine Folge komplexer Zahlen und a€C.

20

Die Potenzreihe f(z)z}f Cn(z-a)" sei fir eine komplexe Zahl

n=0

z=b, b#a, konvergent (d.h. |z-z,|<R mit R=1/limgfla |)

Dann ist flir jeden reellen Radius r mit 0<r<|b-a| die
Potenzreihe f (z) auf der abgeschlossenen Kreisscheibe
B(a,r) punktweise absolut und gleichmaRig konvergent



Andere Formulierung:
Sei 0<0<1/r-1/R. Nach Def %}T gilt zfa,| <6+ (1/R)<1/r V n=n,, woraus

Fur |z-z.|<r folgt, dass |z-z¢|la,| <r"(0+1/R)* V n>n,. Wegen
r (8+1/R)<1 folgt Beh mit dem Majorantenkriterium fir gleichmdBige

Konvergenz.
$3.5.4(2005) Vor:Sei(a,) *.,cC, a,#0 ¥ n>n, (fast alle), 3 lim| 2=
a‘n+1
Beh:In §3.5.2 gilt R=1lim| 2=
S = N

o0

S3.5.5(2050) Vor: Y a.(z-z9)" & Y Db.(z-2,)" haben KR R bzw p
n=0 n=0
1.)dann besitzen die ,differenzierte™ Reihe 25 na,(z-z,)**
n=l
. . . . N a
und die ,integrierte™ Reihe ;S'( nl)(z—zo)n+l denselben KR R
n= n +

n

2.)Mit cn:=Z aon, nENy gilt V z€ C mit |z-z,|<min(R,p}:

k=0
S ci(z=20)"= (D, a;(z-20)7) (Y by(z-20)%) (Cauchy- Produkt),
n=0 3=0 k=0
wobei alle 3 Reihen absolut konvergieren.
Der KR von 25 Cn(z—-2y)" ist daher Zmin{R, m

n=0
Bez:Die Folge (c,) nennt man Faltung der Folgen (a,) und (b,)



S3.5.7(2053) (Umentwicklung einer PR)

/k/.' -
zzoj TN
\ / j @ e
\ . / ~N/
\ ./fc ) I"_ & / R
N /3 / o) /
¥ k o e Z;r
/

Vor:Die PR 25 an(z-zy)" habe KR R>0. Sei z0 mit |zy—-z©0 |=r<R fest gewdhlt.
n=0

0

Beh:V z€C mit |z-zo |[<R-r gilt 2: @Jz—zof‘=2: by (z-z0)*%,
n=0 k=0

o0

wobei V ke&Ny, bkr=25(lk%¢% - z,)"" absolut konvergiert

v =k
S3.5.8(2056) (Abelscher Grenzwertsatz)

Vor:Die PR 25 ayx® habe KR 1 & 25 a, konvergent.
k=0 k=0

Beh:V Folgen (x,)<(l,-1)cR mit x," /1 gilt hnl;f apx,* 25 ay.

n— 0

Z akZ = Z 1%z (S’ akzk) Z Z 1*an kZ

- Zk:O S3562)n=0 k=0

_Z Z 1*a, #= Z Z 1*ak—2 A.z" fur |z |<1.

n=0

Bem:S3.5.6 2.




Andere Formulierung:

Seien ax€R so, dass die Reihe Z: ax konvergiert. Dann
k=0

konvergiert ZS ayx® V x€(-1,1] (Konvergenzradius 1), und es
k=0

gllt ‘l‘j‘{n Z aka:Z Ak .
k =( k=0

)
3.6(2100) Spezielle Potenzreihen und Funktionen

Sachverhalte von S3.6.1 bis D3.6.1 werden teilweise ab D3.6.2 noch einmal
entwickelt, jedoch aus etwas anderer Definitionsgrundlage.

S3.6.1(2100) Eigenschaften der komplexen Expotentialfunktion

1.)V z€C gilt exp(z)=e*=1il (14z/n)=Y Z

n—
v=0 v

2.)V z,,z,eCqgilt et =g ¢ (Additionstheorem, Funktionalgleichung)
Andere Formulierung:
V z,,2,€C: exp(z:+z;)=exp (z1)exp (z,)

_ 1
3.)(e")=g7, le*|=e™7, e"#0, e?=— V zeC.
e

4.) le*|=1 3‘?) Re z=0
5.) V neN und V x€R ist exp (nx)=[exp(x)]?, exp(x/n)=iexp (x

(on)'=e*, (exp (=) =exp x



S3.6.2(2103)
Vor:Sei a€R, a>0 und der Kreisbogen C,: Summe der e

V neN sei Z,:0=t,<t;...<t,=a mit A t,:=t,~t,,=a/n fir

e eltgele ¥V 0<t=<a.

n

v=1,2,..n, einé Zerlegung wvon KL(ﬂ und L(zn);zgs |€g L et ]
v=0
Beh:3 Im:=%}§142n) und es gilt Lg=a. #;;:em:em“#

e 1
e - e

o

sina

elf
e,f

Cos O, =

gleichschenkliges Dreieck - Kreissektor A t,

ele=Re e'+i (Im e'®), Z,=0=t <t ;<t,<...ty <t,<...<t,=o
[ | |
| T ) '

Av=ty-tvi=a/n, v=1,2,...k. L(Z,)=)

O tl tv—l tv aztn
; \ efv \ v
|elt\‘ . elt\,_\ |:Z | | elV\ - 1‘22 e™ - 1.
v=l 1 vl
Wo liegen g, v=0,1,...,n. Abstdnde gleich groB gewdhlt.

Ein anderes Vorgehen bei den folgenden Definitionen und Satzen, ohne

S3.6.2, siehe P44f

D3.6.1(2104)Sei 2n der Umfang des Einheitskreises. Dann heiBt a€ (-x,m|

der BogenmaB-Winkel des Kreisbogens von 1 nach e!® auf dem
Einheitskreis. Wegen e'l@*@W=¢le V k€7 sei a geradlinig von

(-m,n] auf R fortgesetzt.

Bem:In D3.6.1 wird bei a>0 der Einheitskreis
von 1 bis e'* entgegen dem Uhrzeigersinn
(Math pos)durchlaufen. e'*=Re e'*+Im e'®

Lange Bogenmal entspricht Winkel




D3.6.2(2105)
1.) V aeR sei

cos a:=Re e'*=1/2 (e'*+e™*) und sin o:=Im e'=—— (e'*-e™%).
1
Bem:Mit Rechenregeln fiir komplexe Zahlen folgt fur x€R:
1.)e'*=cos x+i*sin x
2.)cos’x+sin’x=1
3.)]cos x|, ]sin x|<1 und sin 0=0, cos 0=1

2.)Allgemeiner sei V zeC

] cos z:=1/2(e'*+e™*?) und sin z:==4Lf(e”—e‘“)
1
Andere Formulierung
0 _ k 3 5
®e sin z:=) CD w22 -, ..
oo 2k +1)! 315
x Y 2 4
cos z:= (GRS zk=1-2_4+Z - ...
< 2k 21 Al

Bem: (.)Beide Potenzreihen konvergieren absolut V zeC ..
0,nungeade

.. . 1 - . ..
Fiir sin: g/a, =1 1 2 0 = p=—=0w,....ahnlich fiir cos
——,nungerade .- 0
n

n!
cosxeEe R

(.. 4 ) V xeR,
sinx e R

Verbindung ® < @ @ sieche S3.6.3 2.) Gleichungen ®

sin z

3.)V zeC mit cos z#0 sei tan z:= (tangens z)

COs zZ

. . . COs zZ
V z€C mit sin z#0 seli cot z:=—
S1n zZ

(cotangens z)
S3.6.3(2106) Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen
V z=x+iy, z.,z,€C gilt:
1.) ® Grundlage D3.6.2 2.) @
exp (iz)=e'*=cos z +isin z (Eulersche Formel),
ei=e*e¥=e*(cos y +1i sin y).
CcOSs X . sIn x

V x€R gilt: exp(ix)=e*=2__"7" 41 _" = cos x=Re(e**), sin x=Im(e'®)
ER R
2V
0 Z

2.)cos z=cos(—z)=%§ (-1)v €W ! gerade Funktion, KR=w.

2v+1
o0

sin z=—sin(—z)=%§ (-1)v @v + D! yngerade Funktion, KR=ow.
© sz
®  cos z:1/2(e“+eﬁl)=é; (-1)Y CV) ! —cos(-2), entsprechend
) vl
®  sin zzzz(e“—e”)zgs (-1)v @v + D!l=_g5in(-z) oder sin(-z)=-sin =z



(Additionstheoreme)
Funktionalgleichungen)

3.)cos (z1+2,)=CcOs z,COS Z,-sSin z; sin 2z,
sin(z,+z,)=sin z,cos z,-cos z;, sin 2z,
sin®z+cos?z=1.

COS X .sin x| — =
| =+/sin’x +cos’ x 3—)1

ER
Trigonometrie:

speziell:

4.) V x€R: |e'*| &
1) ER
eix
H sin a=G/H=(G/H) : (H/H)
in x
cosx G cos o=A/H=(A/H): (H/H)
H/H G/H
o
7 A/H yAN
5.)cos 0%1, sin 0=0, cos m/2=0, sin mn/2=1, elgzi, cos m=-1,
sin w=0, cos 3mw/2=0, sin 3m/2=-1, -ig=—i.
6.)cos (z+m)=-cos z, sin(z+mw)=-sin z, cos(z+k2m)=cos z,
sin(z+k2mn)=sin z, e**%a=e? V k€Z.
tanz, +tanz,
7.)tan(z,+z,) = -
1- tanz, tanz,
|ez|:eRez

8.) V z=x+iy €C gilt cos?z+sin?z=1,



D3.6.4 (2105) Hyperbolische Funktionen

cosh z:=1/2(e*+e?) V ze€C(Cosinus hyperbolicus)
sinh z:=1/2(e*-e?) V ze€C(Sinus hyperbolicus)

sinh z )
tanh Y= osh 2’ V ze C, cosh z#0 (Tangens hyperbolicus)
cosh z )
coth z:= , V ze C, cosh z#0 (Cotangens hyperbolicus)

* sinhz

S3.6.4(2108)Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen

A Z,Z1, 2,€ C gllt:

l.)cos z=cosh(iz), sin zz;gsinh(iz), e*=cosh z+sinh =z

1
c z2V .
2.)cosh z=cosh(—z)=2§ , gerade Funktion.
= 2w !
- Z2v+l
sinh z=—sinh(—z)=£§ ——————, ungerade Funktion

= Qv + 1!
KR R=o0

3.)cosh (z;+z,)=cosh z,cosh z,+sinh z; sinh =z,
sinh (z,+z,)=sinh z,cosh z,+cosh z; sinh z,
speziell:cosh?z-sinh?z=1

4.)Auf R gilt: cosh x#0, sinh x=0 & x=0

Bem:cos z und sin z sind in C nicht
beschrankt.
Beachte:cos ix=cosh x, x€R

(Additionstheoreme)



C o sh

C oth

Sinh

Tanh

TM

Sinh

0 th

Hyperb Fkt
AufR
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