n
Al.9.1 Gegeben sei ein Polynom f: R—=R, f(x)=z cyx® mit c,#0.
k=0

Es sei a€R eine Nullstelle von f, d.h. es gelte f(a)=0.
n
Beweise, dass |a|<i Z | cxl .
|Cn| k=0
c, |+ |+...|C L
Bew: |a[<1: |a|<1£|0||1| |"|=i z lCkl .
|Cn| k=0
c,l+|c |+...|C n
#| ol*lelt. ”lzi Z lcy|>1 = weiter wie oben
|Cn| |Cn| k=0 \aTél
lal=1: f(a)=0 = cotcia+t..co,a"t+c,a"=0 =
n—1
Cpa® ==Cp=Cra—..Cpaa" == ). c,at =
k=0
n—1 n—1
lcal lal™=] D), ca*I< D, lcgllas| =
k=0 k=0
1 t= 1
lcallal™ * — leel fakl * )
|c,llal k=0 |c,llal
n—1 n—1 n
1
als g Xodedlar 2 o B ded< g X
n k—() |a|>1,k;(n_1)<0 n k:0 n k:O
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Al.9.2

a)Es seien n,meN, ay, ...,a., by, ..., 0,€C mit a,, b,#0. Zeige, dass
fir die Polynome P ( 25 a,z® und Q( 25 b,z* gilt:
k=0 k=0

P'Q ist ein Polynom vom Grad n+m, genauer:

n+m

P ( 25 cyz¥mit cy = 25' avby, k=0,...,n+m, wobei
v+u =k
a,=0 V k>n und b,=0 V k>m gesetzt sei.
n+m n+m
Bew:P(z)*Q(z)= & & ab,z'z" = Y, > ab.z= Y, c,z'= P*Q ist ein
Z Z = 7 k=0 0<v<n+m k=0
v=) u=0 O<p=n+m
v+u=k
ynom.

beachte a,=0 fiur v>n, b,=0 fir u>m. Rechts stehen mehr
Summanden als links, aber Summe ist gleich.
Genauere Erladuterung der Umsummation am Bsp n=3, m=2,

m n 0 1 2 3 4 5
5 abs
bs...bs=0
4 acbs aib,
as...as=0
k=1 3 aobs aibs asbs
2 ; aocb, albg‘ézb2k§3b2 ;
1 ;aob;?gh@\gﬂn asb; Bb:
0 ; acbg taibg kégbo %<\ asbg
- ¢ T 11

Bei der linken Summe wird iber alle Gitterpunkte im Rechteck

0<v=<n, 0=<u=<m summiert, wahrend bei der rechten Summe iber alle
Gitterpunkte im Dreieck 0 <v+u <n+m summiert wird. Man beachte, dass
in den Punkten des Dreiecks ohne das Rechteck (diese Punkte hat

man hinzugenommen) der Wert a/b,=0 ist!
k
Bem:c, 1laRt sich auch in der Form cg=25 avbr.y schreiben.
v=0
n+m

a,#0, b,#Z0 = cmm:Z a * brims =a,0,#0

v
—

v=0 =0forv>n
(alle Summanden =0 fir v>n). Also grad(PQ)=n+m
#Im Bsp oben n=3, m=2
0 1
#co= Z avbx~v=aobo-0, C1= Z avbyv=aobi-otaibi-1,
v=0 v=0

=0 firn+m—v>m d.h.v<n

2
#szz avbyv=agb, otaib, 1 tazbs, ..
v=0
5
#C5: z avbk_v:ao b5—0 +a; b5—1 +a, b5_2 +a3b5_3+ a4 b5—4+ 05 b5—5:a3b2

v=0 —— — — — —
=0 da 5>2 =0 da 4>2 =0 da 3>2 =0 da 4>3 =0 da 5>3

#Im Bsp n=3, m=2: flir k=4 ist

4 =0 =0 =0
— — —

fc= Y abiy =a, b ysmey t@1b,_g.poy TAD24asDI+ A, 5., 5 Do=asb2tasb:
v=0
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n 2
ISEDD (Z) =(2n”) , Hinweis: (1+x)7(1+x)"=(1+x)?"

k=0
//S1.7.4 (906) a€C , n,m,kE€N,, FEN:// (2k”) (Z)
a a+1
//1. )(n) +(n+1) (n+1)
! !
//3.) (a) ( ) = n: = n = (n) falls n=m//
n - (n—m)!(n—=m-n)!  m!(n—m)! ;o
_ n n
//5.) B +[ 3 ]— o/ ") ")
3 j- 1 j _ (n
s1A7:3A)(V)
//6.) ¥ a,b,zEC N nEN,: (a+b)” =k§ (Z)akb“‘k=l§ (Z)b”‘kak
Bew: i‘ (2kn) X< = (x+1) "= (x+1) " (x+1)" = [, (n)xk)][z (n)xk)] =
— — _ k _ k -
k=0 Binominalsatz Binominalsatz k=0 12 k=0 T A1.9.2
> (1 -[2). 2 ) () s = ()5 ) () v,
k=0 \k n k=0  v=0 v s1.7.4 ‘M V5o v
L2n 2
k=n
e ) () =2 ()
Y n—-v v=0 k
v=0 _ n
s1‘7;3.)(v)
A1.9.3
a) Beweise (Pl’;q) JZ:;) () (V 1)
p q
Lés: (1+x)P(1+x) 9= (14x)>7 V x€RA : (1+x)P(1+x)I=[ ), ()xj [, ()
j=0 k=0
p+q
va ( ) ( q ) = Beh
v=0 j=0 -1 Koefﬁzienténvergleich
b)Beweise V n,meN die Gleichung E: (n)*(m)=(m+ﬂ
k=0 k k n
//A1.9.2 (1101)P(z)=). a,z*, Q(z)=2, buz"://
k=0 k=0
//P(z) Q(z)= 25 czb, o= >, abu, k=0,...,n+m, //
v+u =k
//  ax=0 |7’k>n und b,=0 V k>m gesetzt sei.//
Bew:P(z)=(1l+z)™". Dann gilt P(z%=§: (m;”)f’und
v=0
P(z)=(1l+z)"(1l+z)"= (m)zj n)zk= zV ZS (m) (n): zV & (m) ( n.).
j=0 \J IZE) k \;J 0<j=m \J/ \k ;) Z 1) \v=l
0<k<n j=0
j+k=v
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Nach Identitatssatz fir Polynome ( ”)

0 fiir j>m,n

s ) ) -2

J J

Al1.9.4 (Polynomdivision)Gegeben seien Polynome F und G mit G#O0.
Beweise, dass dann Polynome Q und R mit y(R)<y(G) existieTren
mit F(x)=0Q(x)G(x)+R(x) V x€R. Sind Q und R eindeutig bestimmt?

m
Hinweis:Es sei y(G)=m und Yy (F)=n+l sowie G(x%=§: b,x* und
k=0
n+1
F(x%=§: awx¥. 0.B.d.A. sei m>0. Fihre eine Induktion nach n
k=0

durch. Reduziere hierbei den Grad durch Betrachtung des

an+1 _
Polynoms I7(x)=F(x)——E——XM1mG(x).

m

Bew: #Vorbetrachtung:

n+1 m
# ( E: ax¥) 1 ( E: bix®) = (apx* "t +ax +... aex?) : (b,x™+..byx°) =
k=0 k=0
a
gL ety L usw.
bm
n+1 a
1 i}
#1. Rest: axk- 2 xntlmk (B xmt box0) =
k=0 m
n+1 a
+1 ) _
# axt—a g xt- l:_ XX (b x4 bex0) =
k=0 m
n a 1
# > akxk——ﬁi—>€”*m*(bm4x“i+mboxﬁ
k=0 m

O0.B.d.A. Yy (G)>0, sonst G(x) =c#0 = F(x):'Fix>G(x)+ 0
— R(x)
=Q(x)
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A(n): Zu jedem Polynom F vom Yy (F) =<n und G vom Yy (G)=m
existieren Polynome Q und R wie oben.
Bew:von A(n) V neEN mit Induktion nach n. Setze m=y(G).

n+1
Der ,erste“ Rest #bezogen auf (2: axx”) :(2: byx*) ...hat noch
/ — —
K// #nichts mit Induktion nach n+l zu tun
~ n+1
F (X) =F (X) - bn—+1 n+1 mG Z akX - —+ n+l Mk (bm_lxm_l‘l'...boxo) =

| m m

grad Pﬁ(x)=n<n+1, d.h. es gilt A,
weiter !lsiehe unten

n<m-1, (d.h. auch

n=m-1: Es seili y(F)<y(G)=m

Betze Q(x)#0 und R(x)=F(x) =
y (R)<m und F(x)= Q(x) G (x) +R (x)
' =0
|
nF+n+ﬂ:Es gelte A, fur ein neN,. Weiter G( E: byx* mit b,#0
| k=v
n+1 ///
und F ( 2: ayx® ein Polynom y<n+1 -7
k=0 -
- an+1 “//
Betrachte F (x)=F(x)- . xMITG (x) =

m

=~
o

m

n a m—1
n+1 n+1 _
a,xk— —— xntim Z by xk= Z a,x*- z by xktntim
k=0 b, k=0 k=0 b, =

n

|

|

|

|

|

[

|

|

n

I k n+l an+1 n+l-m m k
|§: apx+apix +-7;—-x (-bx"— E: byx*) =
|

|

|

|

|

| ~

: = grad(F )<n =
IkSm—J;n+1—msk+n+1—m5n IndHyp

: 3 Polynom mit Q, R mit F (x)=Q (x)G(x)+R (x) und Yy(R )<m

+ - an+1 i an+1 -
F(x)=F (x)+ — x"""™"G(x)=Q (x)G(x)+— x""!"G(x)+ R (x)=
(Qx)+7==x"""") G (x) + R(x)
m =R(x)
=Q(x)
Eindeutigkeit:
Es gelte F(x)=0,(x)G ( ) +R; (x) =0, (%) G (x) +R, (x) mit y(R,)<m ' grad(R,)<m

(x
= (01 (%) =02 (%)) G (x) =Ry (x) R, (x)
Annahme Q:#Q; = Y ((Q:(x)-0:(x))G(x)=m Widerspruch zu

Y (R (X)-Ri(x))=m-1 = Q;(x) =0,(x) = Ri(x) =Ry (x)
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Al1.9.5

S(x)= D, awx, T(x)=Y, bx*,  a,20, b,#0,
k=0 k=0

m n m n m+n
(S*T) (x)=( X, awx") (2, byx")= 2, X abx*= > > abx’, 0<k<m, 0<j<n
k=0 k=0 k=0 j=0 {20 k+j=I
=k+j
Hochste Potenz m+n, Y (S*T)=y(S)+y(T).
m

(SHT) ()= Q. awx™+ X, byx® = D (apth) x+ D, byx*= y(S+T)=
k=0 k=0 oBdA m<n k=0 k=m+1

n, falls m<n

falls a,+b,=0..<..y (S+T) <max{y (S),y(T)}
P(X)z(a+x)=(x+a)= (x+aﬂx+a—1)“(x+a—v+1),
v \% v!
Zéhler v Faktoren = y(P(x))=v

0(x)= 0_’] (x )=Z (0{) (x(x—l)...(x—v+j+1)

j=0 ./ v—j] j=o \J (v—j)!

a)Seien P,Q,0; und R Polynome.
Zeige: (.) Aus P=0Q;0+R mit y(R)<y(Q) folgt y(Q;)=y(P)-y(Q),
auler
(..) wenn Y(P)<y(Q) und dann ist Q; das Nullpolynom.
Los: (*) y(P)=y (QiQ+R) <max{y (Q:Q) ,R}=max{y(Q:)+ y¥(Q), Y (R)}
(.)Y(P)=y(Q), Beh. Q; ist nicht Nullpolynom
Bew:Annahme Q; ist Nullpolynom =
Y (P)=y (Q:0+R) <max{y(Q.0) ,R} = Y(R) =
QQ,=0 i
Y (P) <y (R)<y(Q) = Widerspruch zur Vor. y(P)=y(Q)
Y (Q10) =y (01) +y (Q) 2y (Q) =y (R) =
in (*) gilt#="m-atsc yTP)=y(Q:)+y(Q) =
Y (Q1) =y (P) -y (Q)
(..)y(P)<y(Q). Annahme: Q; ist nicht Nullpolynom =
Y (2:0) =y o) +y (Q) =¥ (Q) >y (R) =
Y (P)=max{y (O )ty (Q), Y (R)}=y(Q:)+y (Q) =y (Q)
Widerspruch zur Vor = Q; Nullpolynom

b) Finde Polynome Q; und R mit x°-2x2=0Q;(x) (x-1)2+R(x) V x€R, und

Y (R)<2.
Los: (x°-2x2) : (x2-2x+1)=x342x2+3%x+2 Rest x-2 =
(x°-2x2)=(x342x243x+2) (x-1) 24+ (x-2)
(y (P)=5>y (Q)=3 = y(Q,)=5-2=3),
(x°-2x2)=(apta;x+a,x?+a;x3) (x2-2x+1) +tby+tbx=. ...

asx°+ (a,—2a3) x (a;—-2a,tas) x3+ (ag—2a,+a,) x2+ (-2agta;+b;) x+ (ag+by)
a3=l, a2_2a3=0,a2=2, a1—4+1=0, a1=3, a0_6+2=2, aO=6, _12+2+b1:0,
b1:9, 6+bo:O, b0:_6)

Al1.9.6 Zeige: Sind P,Qe K, [x], so ist PQe K[x] und es gilt
Y (PQ)=y(P)+y(Q), auch falls eines der Polynome (oder beide)
das Nullpolynom ist (sind)

Al1.9.7 Zeige, daB die Menge K(x) der rationalen Funktionen mit

Koeffizienten in K ein Kdrper ist.
Al1.9.8 Beweise fir véN und «,peC die Identitat
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(*) 2: (Q)( ﬁ.)=(“;ﬁ). Siehe auch A1.9.3.

j=o VT

Anleitung: Nimm zundchst a=p€N an. Zeige, dass dann P(x)=(a+ﬂ

v
v

und Q(x)= Y, (?)(vij) Polynome vom Grad < v sind. Folgere aus Aufgabe
j=o

Polynomdivision, dass P(x)=0Q(x) gilt V xe€N. Wende dann den
Idenditatssatz fir Polynome an. SchlieBe dann analog, dass die
Gleichung auch fur a€C gilt.

//A1.7.9 (910)Zzeige fir p,q,VEN, die Formel (p:q):z(va 1) -/

j=o0\J
//A1.9.3 (1107)Beweise V n,mnk€N die Gleichung 2: (:)*(f):(mzn)//
k=0
//Bew:P(z)=(1+z)™". ....Nach Identitdtssatz fiir Polynome//
m+n m n mjiln
= . = ) /S
O e B v R DN ]
Ofiir j>m,n
. AN B\ _ :
Bew: (*)A1.7.9, Al1.9.3: 2; (?)(v—j)_(a;ﬁ) V a,peN (nicht €C!)
Zundachst a=peN.
v Terme
Setze P(x )=(a+ﬂ (a+xﬂa+x 1) (a+x—v+1) v (P) <v
v v!
N N —1)(x=2)...(x—v+1
=2 (552 (9 e x2)alxvel) oy ) <y
j=0 V=l j=0 J (V_]),
Es gilt P(x)=Q(x) V xEN_yggen (*) .
P(x) und Q(x) stimmen an meht als®w+1 Stellen iberein.

Idenditatssatz Polynome = P(x)=0Q(x) V x€C=
> (4,7 )=[#) v aeN, pec ()

=0 el mee o T

Puo=(4F), @ =X [](/), Pw=Qw ¥xeNvegen ().

Idenditatssatz: P (x)= Q (x) V xeC.
PRV VVDVVVDVDVDDVDDVDVDVDDVDVDDDDVDDDDVDDDDVDDDVDVDDDVDVDDDDVDDDDVDDODDDDOD
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Al1.9.9 Algebraische Zahlen. Eine Zahl & heiRt algebraische Zahl, wenn
€ Nullstelle eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist,
wenn also ag, ...,a€Z(a,#0) existieren mit agt+a;&+...+a,&"=0.
Insbesondere ist jede rationale Zahl p/g als Lésung der Gleichung
p-agx=0 # p —q x =0# eine algebraische Zahl.

o @ ¢

a)Zeige, dass die Menge der Polynome mit ganzzahligen
Koeffizienten abzahlbar ist.

L6s:Z.z. M={P(x)=a¢ta;x+...+a,x", neEN, a;eZ:j=1...n} abzadhlbar

Bew:M= U M= U {P(x)=acta;x+...+a,x", a;€Z:1...n}
neN neN
(M, Polynome vom Grad=<n)
Beh:M, hdochstens abzahlbar = M hodochstens abzahlbar

Bew:Sei n€N fest, setze j={0,1,2...,n} endlich und A;=Z#0.

n
? A= E A=ZUZU..Z (n+l mal).
j=0
V PEM,, P(x)=apta,x+...+a,x" a€Z ist durch f:J-A, f(j)=a;

eine Abb definiert und umgekehrt fur f:J-A f(j)€Z ist ein

n

Polynom definiert d.h. Mf=é;2= X Z kart Prod endlich.
j=0

Z hdéchstens abziahlbar = M, hdéchstens abzahlbar

b) Zeige, dass die Menge der algebraischen Zahlen abzahlbar ist.
Los:Z.z. A={E ist algebraische Zahl} ist hochstens abzahlbar.

Bew:A={E€C:P (E)=0 fir ein PeEM} =
E {E€C:P(E)=0 fur ein PEM,}= E A,.

neN neN
Es gilt:P€M,, (y)P=<n = es gibt max n Nullstellen.

Beh:A, ist hdochstens abzdhlbar = A ist hdchstens abzdhlbar.
Bew:A,= U {¢&eC:p(&)=01}, M, abzdhlbar = A= E N,

PEM, pEM,
hoéchstens abzahlbar.

p max n Elemente
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